ASSIGNATURA: Metodes Matematics de la Fisica I1
DEPARTAMENT: Fisica Fonamental
Data EXAMEN: 13 — juny — 2006

1. (3 punts) Una equacié integral és una equacié en la qual la funcié incognita esta sota el signe de la integral.
Hi ha molts tipus d’equacions integrals i molts metodes diferents per a resoldre-les. A continuacié us proposem
resoldre’n dues amb metodes relacionats amb el contingut del curs.

(a) Resoleu mitjangant transformades de Laplace:
¢(x) =sinz + 2/ cos(x — t)p(t)dt
0
(b) Resoleu fent s dels polinomis de Legendre (suposeu ¢(z) =Y anPy(z) 12 = > b, Po(x)):
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2. (3 punts) Transformeu ’equacié diferencial en derivades parcials

,0%u 1 9% (2.1) rant
T === u=u(z ¢ = constan
0x2 2 Ot2 T
en una equacio a coeficients constants mitjancant el canvi x = e*. A continuacio, resoleu I’equaci6 resultant pel
metode de separacié de variables. Trobeu la solucié u(x, t), periodica en t, i que satisfa les condicions de contorn

u(l,t) =0, wu(2l,t)=0 V¢

3. (0.5 punts) Amb un simulador pseudoaleatori hem obtingut 200 dades que suposadament corresponen a una
distribucié exponencial de parametre A\ = 1. Les hem agrupat en 10 regions teoricament equiprobables de
manera que les freqiiencies respectives han estat 24, 24, 17, 23, 14, 16, 22, 18, 19, 23. Fins a quins nivells de
significacié especificats a les taules de chi-quadrat podem acceptar o refusar la hipotesi? Podeu, fins a 3 xifres
decimals, precisar els 9 valors que delimiten les 10 zones d’agrupament? (indicacié: en aquest problema us
resultara més senzill utilitzar 'expressié original no simplificada de la mesura chi-quadrat de la discrepancia)

4. (1.5 punts) La variable aleatoria Z = X +Y és suma d’una variable de Poisson X i d’una variable exponencial
Y, independents i amb la mateixa mitjana m.
(a) Determineu la desviacié tipica, i els parametres d’asimetria i curtosi de Z.
(b) Tendeix Z a una distribucié normal en el limit m — oo? Justifiqueu la resposta.

(c) Considereu la variable aleatoria V' que és suma de 500 variables independents del tipus Z anterior, amb
m = 1. Pot considerar-se V' aproximadament normal i/o de Poisson? Justifiqueu la resposta i calculeu la
probabilitat del resultat V' € (1000, 1025)

5. (1 punt) Un camp tensorial ’(2-contravariant)’ de segon ordre té per matriu de components esferiques fisiques
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(a) Determineu la seva matriu en coordenades i base cartesianes sobre la linia § = ¢ = 7/4. A efectes de
comprovacié la solucié aproximada és:((-0.457,0.25,-0.854),(0.25,0.957,0.146),(0.854,-0.146,-0.5)).

(b) Determineu I’expressié completa (no matricial) en bases esfériques holonomes o naturals dels tensors (1-
covariant 1-contravariant) i 2-covariant que sén meétricament associats al camp T.

6. (1 punt) A lespai de Minkowski de tensor metric g = —dt ® dt + dx @ dz + dy @ dy + dz ® dz tenim un camp
magnetic donat pel tensor de Faraday F' = B,(t,z,y, 2)(0z ® dy — 0y ® dx).

(a) Construiu les matrius dels tensors F,,, ¢ F".

(b) Determineu matricialment les components F* 1:' en el sistema de coordenades definit per la transformacié
de Lorentz ¢’ = tcosh{ — xsinh¢é, 2’ = —tsinh+xcoshé, 3y =y, 2’ =2 Comenteu, en dues linies,
el resultat.
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Compaq_Propietario
El comentari que es fa aquí té un caràcter explicatiu molt més extens que el demanat a l'examen. Ho he fet així ja que aquest "exercici" és precisament el plantejat a la primera pàgina de l'article d'Einstein de 1905 (i resolt a la segona part de l'article amb anterioritat a la formulació tensorial i a la geometrització quadridimensional amb la qual Minkowski substituí l'espai i el temps de Newton per l'espaitemps.


ASSIGNATURA: Metodes Matematics de la Fisica I1
DEPARTAMENT: Fisica Fonamental
DAatA EXAMEN: 16 — gener — 2007

1.A (2 punts) Trobeu el conjunt de valors propis i les corresponents funcions propies normalitzades a la unitat del
segilient problema de Sturm-Liouville:
d  dy

z@(xdx) +y=-X\y, z€]ll,e, y(l)=yle)=0.

1.B (1 punt) Considereu la segiient equacié diferencial no homogenia:

d  dy y 1
—(z—= = =—, z€|le 1) =y(e) =0.

Trobeu-ne la solucié en forma de serie de Fourier generalitzada, utilitzant com a base les funcions obtingudes a

I’apartat anterior.

2.A (1.5 punts) Utilitzeu la transformada de Fourier per resoldre ’equacié diferencial:

Yy —4y=0(t)exp(—4t), on 6(t)=0 si t<0 i O(t)=1 si t>0.
2.B (1.5 punts) 1. Trobeu la transformada de Laplace de la funcié

p(t) = /000 0(t —to) f(to)dto, en termes de F(s)= L[f(t)].

2. Resoleu 'equacio diferencial:

o0
y — 4y = / O(t — to) exp(—4tg)dty, amb y(0)=0
0

3.A (0.5 punts) Per posar a prova la bondat d’un dau tetraédric hem efectuat 100 llangaments amb els resultats
(valor, fregiiéncia) seglients: {(1,20),(2,24),(3,26),(4,30)}. Podem considerar estadisticament significativa la
discrepancia entre el model teoric i els resultats obtinguts? Prosseguim els llancaments fins a completar una serie
de 1000 i els resultats han estat finalment {(1,200), (2, 240), (3,260), (4,300)}. Cal repetir el test x*? Raona la
resposta i actua conseqiientment.

3.B (1.5 punts) Una variable aleatoria Z = X +Y és suma d’una variable normal X de variancia i mitjana m i d’una
variable Poisson Y també de mitjana m.

(a) Determineu la funcié cumulant ¥ (t), la desviacié tipica o, i els parametres d’asimetria 7, i de curtosi 7. de
la variable aleatoria Z.

(b) Considereu la variable aleatoria V' que és suma de n variables estadisticament independents del tipus Z
anterior. Per a quin valor de n es verifica la condicié v, < 0.01? Quin és llavors el valor de ~.?

(c) En el cas particular m = 1, quin és el valor de n? Quin és el maxim valor de V' que podem esperar obtenir
amb un marge de seguretat del 95%?7

4.A (0.5 punts) Demostreu la relacié (a x b) - (b x ¢) x (¢ x a) = (e;jra:bjcr)? = (a,b,c)?.

4.B (1.5 punts) Sobre l'esfera de radi a i tensor metric g = a® df ® df + a® sin? @ dy @ di prenem com a coordenades
{z =acosb,p}.
(a) Determineu el tensor metric 2-covariant i el 2-contravariant en les coordenades {z, ¢}.

(b) Comenteu el significat geometric de les normes dels vectors {9,, 0, } i dels covectors {dz, dyp} sobre I'equador
de Vesfera i en els punts propers al pol nord.

(c) Expresseu el tensor T' = cosf (eg ® e, — e, ® ey) en la base fisica {e,,e,} corresponent a les noves
coordenades. Comenteu, fent servir consideracions geometriques, el resultat.
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ASSIGNATURA: Metodes Matematics de la Fisica 11
DEPARTAMENT: Fisica Fonamental
DATA 26 — juny — 2007

1.

2.

(8 punts.) Tots els punts d'una corda uniforme estan sotmesos a una for¢a de fregament
proporcional a la velocitat. L’equacié d’ones és:

0%u 1 0%u ou

— = — 4+ y—
ox2 w202 ot

on v és una constant amb dimensions de velocitat, v és una constant que mesura el fregament

i u(z,t) és el desplacament de cada punt x de la corda respecte de 'horitzontal a I'instant t.

Resoleu aquesta equacié per a una corda de longitud [ amb les condicions de contorn i inicials
segilients:

u(0,t) =0, wu(l,t)=0, u(z,0) = ug sin(ﬂli), u(z,0) = 0.

Particularitzeu la solucio al cas v < %

(a) (1 punt.) Calculeu la transformada de Laplace de Jy(z) fent-ne us de la seva repre-

sentacid integral:

Jo(z) = 1 /7T cos(x sin 0)df
0

™

(b) (2 punts.) En una barra finita aillada no homogenia la conductivitat térmica A varia
com A\o(1—2?) per atot —1 <z < 1, amb Ay constant. L’equacié diferencial que satisfa
la temperatura T'(x,t) és:

or 9 , 0T

Determineu com varia la distribucié de temperatura de la barra si inicialment la tem-
peratura és T'(x,0) = z%(1 — 2?). Raoneu, fent servir criteris fisics, els possibles valors
de la constant de separacio.

(a) (0.5 punts.) Es distribueixen 24 particules de Bose-Einstein en 10 cel-les. Quina és la
probabilitat que cap cel-la quedi amb menys de dues particules?

(b) (0.5 punts.) En aplicar el test x* a una distribucié de probabilitat hem estimat 2
parametres a partir de la mostra i hem distribuit les dades en 12 regions. La dis-
crepancia observada és x%(mostra)= 19.9. Que en pots concloure?

(c) En un programa assistencial s’efectuen tres controls de tipus A, 6 controls de tipus
B i 9 controls de tipus C. Els valors obtinguts en cadascun dels controls segueixen
distribucions gaussianes de mitjana i varianga conegudes: A=(7.2,4.1), B=(6.5,3.9),
C=(4.9, 4.0).

i. (0.5 punts.) Quina és la llei de distribucié de la puntuacié total obtinguda a partir
de les 18 proves?

ii. (0.5 punts.) Arrodonint a la décima, quina és la puntuacié global maxima que déna
dret a la prestacié social si s’estableix: a) que cal estar més de dues desviacions
tipiques per sota de la mitjana, b) que rebran la prestaci6é el 10% amb inferior
puntuacié.



4.

(a)
(b)

(0.4 punts.) Deduiu I'expressié habitual per a V x (a x b) mitjancant I'is del tensor
totalment antisimetric de Levi-Civita.

(OPCIO 1) (0.4 punts.) Definiu els tensors de tipus 2-covariant 1-contravariant sobre
un espai vectorial E, primer com a aplicacions multilineals i després com a aplicacions
lineals. Que hi guanyem amb aquesta segona definici6? Doneu un exemple concret
d’aquest tipus de tensor amb tres components no nul-les en les bases escollides {e;, e’}
pera Ei E*.

(OPCIO 2) (0.4 punts.) Per a un espaitemps de dues dimensions (t,z) escriviu la
transformacié de coordenades associada a un canvi de sistema de referencia inercial
amb (', ') les noves coordenades. Demostreu la invariancia de la metrica de Minkowski
i expliqueu en que consisteix ’anomenada dilatacio del temps.

Les components fisiques en coordenades polars d’un camp vectorial contravariant A i
un camp tensorial 2-contravariant T definits sobre el pla euclidia son:

Ar:Aezl TTT:TT€:T9T2T09:1

i. (0.4 punts.) Expresseu aquests camps en les corresponents bases naturals (holonomes):

T=T"0,®0,+ ...
ii. (0.4 punts.) Expresseu el camp vectorial covariant i el camp tensorial 2-covariant
metricament associats als anteriors en la base polar natural: T'=T,.,.dr @ dr + . ..

iti. (0.4 punts.) Determineu les components cartesianes dels camps A i T'.
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ASSIGNATURA: Metodes Matematics de la Fisica II
DEPARTAMENT: Fisica Fonamental
DAaTA EXAMEN: 29 — gener — 2008

1. (3 punts) Donat el problema de valors propis
y' =2y + Ay =0 0<z<nm (1)
amb les condicions de contorn y(0) = y(7) = 0, es demana:

(a) Es un problema de Sturm-Liouville (SL)? Raoneu la resposta.

(b) Silaresposta a la qgilestié anterior és negativa, transformeu I’equacié diferencial (1) a la forma canonica de SL.
Quina és la funcié pes?

(¢) Trobeu el conjunt de funcions propies i valors propis corresponents al problema de SL. Quins dels valors propis
sén degenerats?

(d) Desenvolupeu la funcié
f(z) = ze® x € [0, 7]

en termes del conjunt complet de funcions propies. Utilitzeu la forma integral de les relacions d’ortogonalitat
entre les funcions propies.

2.1 (1.5 punts) Si definim la transformada de Fourier F'(w) d’una funcié f(t) com

+oo
Plw) = \/% /_ F(t)etdt

trobeu F(w) per a la funcié f(t) = texp(—alt|), a >0, a partir del resultat

L, [sin(wt)] = ﬁ a>0

No podeu utilitzar el llibre de taules per resoldre aquesta qiiestio.

2.2 (1.5 punts) Resoleu la segiient equacié diferencial no homogenia:
' — 4y +4y=g(t) te[0,+o0) ambles C.I. y(0)=1, ¥ (0)=—1.

3.1 (1.5 punts) Considereu els sistemes de coordenades cilindriques {p, ¢, z} 1 esferiques {r, 0, ¢} associats a un deter-
minat sistema de coordenades cartesianes de 3.

(a) Expresseu en base esférica natural i en base esférica fisica (ortonormal) el camp vectorial contravariant
v=(1/p)d,

(b) Fent ts de la corresponent expressié matricial per al calcul del canvi de components, determineu en la base
esferica natural les components del tensor 2-covariant T'=dp @ dp + dp @ dp — dp R dp + dz @ dz.

(¢) Doneu les expressions matricial i completa del tensor T en la base esferica fisica.

3.2 (0.5 punts) Deduiu, en funcié dels coeficients de Lamé i dels elements de les matrius jacobianes associades a un
canvi de sistema de coordenades ortogonal, I’expressié generica del canvi de components fisiques d’un tensor 2-
contravariant:

9" = f(t9, by, hy, 02" JOat, 02 |0z )

4.1 (0.4 punts) Partint de l'expressié que déna p., r = 0,1,2..., calculeu les principals caracteristiques funcionals
(funcié caracteristica i funcié cumulant) i numeriques (cumulants, moments centrals fins al quart ordre, asimetria i
curtosi) de la distribucié de Poisson de parametre A.

4.2 (0.6 punts) Es distribueixen, d’acord amb Destadistica de Bose-Einstein (particules indistingibles no sotmeses al
principi d’exclusié) 100 particules en 10 cel-les. Determineu, i expresseu amb quatre xifres significatives: a) El
nombre total de configuracions possibles.

b) La probabilitat que una cel-la determinada quedi buida. ¢) La probabilitat que una cel-la determinada contingui
exactament 10 particules.

4.3 (1 punt) Sotmetem al test x? la hipotesi segons la qual 50 dades numeériques han estat obtingudes d’acord amb la
llei de probabilitat x? d’un grau de llibertat. La informacié que ens ha estat facilitada sobre la mostra consisteix
en afirmar que hi ha 10 dades a cadascun dels intervals segiients : (0,0.1), (0.1,0.3), (0.3,0.7), (0.7,1.7), (1.7, +00).
Determineu els nivells de significacié tabulats per als quals acceptarem o refusarem la hipotesi. Utilitzeu la taula
de la funcié de distribucié de la normal per a calcular, fent s de la interpolacié lineal, les probabilitats teoriques
associades a cadascuna de les regions d’agrupament de les dades.
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ASSIGNATURA: Metodes Matematics de la Fisica 11
DEPARTAMENT: Fisica Fonamental
DATA EXAMEN FINAL 17 — juny — 2008

1.1 La transformada de Laplace de la funcié de Bessel Jy(ax) és

1
/et @

Utilitzant les propietats de la transformada de Laplace i les relacions de recurrencia de les
funcions de Bessel, calculeu L [J;(az)] a partir de L [Jy(az)].

L[Jy(ax)] =

1.2 Resoleu, fent us de la transformada de Fourier en la variable x, I'equacié diferencial

O*u(x,t du(x,t
Rt S0 g ys0, cso<n <o

amb la condicié inicial
u(r,0) =2 *O(x) amb O(xr)=1 per x>0 i O(x)=0 per <0

Expresseu la solucié formal en termes d’un producte de convolucio.

2. L’equaci6 de Laplace en coordenades polars planes per a una funcié u(r, 6) és:

@+}@+i@_0
orz2  ror  r2oe2

a) Trobeu la soluci6 formal mitjangant el metode de separacié de variables.

b) Resoleu I'equacié de forma explicita trobant les solucions finites en una regié semi-
circular limitada per 1'eix z i el semicercle 22 + y? = a?, y > 0 amb les condicions
segilients:

u(z,y) =up per 2?4+yP=d% y>0

u(z,0) =0 per =z € (—a,a)

Representeu graficament la regié on es resol 'equacié diferencial. No us oblideu de
tractar totes les possibilitats segons els diferents valors que pot prendre la constant de
separacio.



3. Considereu una variable aleatoria real X descrita per una funcié densitat
f(x)=ka* per |z|<a, f(z)=0 per |z|]>a

a) Determineu, en funci6 d’a, tots els moments ordinaris de la v.a. X.

b) Feu un dibuix qualitatiu de la funcié de distribucié F'(x) i doneu fins al quart ordre la
serie de Taylor de la funcié caracteristica.

c¢) Determineu el valor d’a de manera que 0?(X) = 1. Avalueu, en aquest cas, el coeficient
de curtosi 1o = . = ky/k3 = (ug/0*) — 3.

d) Si Y = 3% X; amb X; variables aleatories estadisticament independents i equidis-
tribuides amb la X de I'apartat anterior, estimeu la probabilitat del succés Y € (0, 10)
i justifiqueu I'aproximacio utilitzada.

4. En la regi6 t > |z| d’'un espaitemps bidimensional amb metrica g = dt ® dt — dz ® dz en
coordenades (t, ), passem a unes noves coordenades (p, §), definides a través de

{p:\/tQ—xZ {t:pcoshf

¢ = arctanh (z/t) x = psinh§

a) Determineu el tensor metric en les noves coordenades (p, ).

b) Determineu les components del camp vectorial @ = coshad, + sinhad, en la base
{00, O}

c¢) Construiu el camp covectorial (o forma diferencial) metricament associat(da) a @ i
trobeu la seva expressié en la base {dp, d¢}. Del camp covectorial o forma obtingut(da),
construiu-ne el camp vectorial tangent associat. Compareu aquest resultat amb 1'obtingut
a l'apartat anterior.

d) Calculeu explicitament el quadrat de la norma dels diversos camps d’acord amb les

expressions tensorials g u'(t,z)u?(t,x), gupu® (p,E)w (p, &), ¢" 7 us(p, Euy(p, ), i
comenteu el resultat obtingut.

Puntuacié: 1.1 (1.5 punts); 1.2 (1.5 punts) ; 2 (3 punts); 3 (2 punts); 4 (2 punts)
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ASSIGNATURA: Metodes Matematics de la Fisica 11
DEPARTAMENT: Fisica Fonamental
DATA EXAMEN FINAL 23 — juny — 2009

1. P1 (1 punt). Determineu els cumulants de les dues variables aleatories Z = 2(X —1), T =Y —2
si X 1Y son variables aleatories de Poisson de parametres 1 i 2, respectivament. Si definim
U=y200T7 V=3%"7 amb T, Z estadisticament independents i equidistribuides amb T i
Z respectivament, determineu n de manera que U i V' tinguin

e a) la mateixa varianga,
e b) la mateixa asimetria,

e ¢) la mateixa curtosi.

2. P2 (1 punt). Un mobil en el pla efectua cada segon un moviment horitzontal i un moviment vertical
independents, regits tots dos per la llei de probabilitat 0.5(d_; + ;) . Quina és la probabilitat, en
aproximacié normal i tenint present la correccié de continuitat, que als 200 segons de la sortida de
I'origen de coordenades, el mobil estigui situat a l'interior o sobre un quadrat de costat 40 centrat
a lorigen? Quin és el tamany minim del quadrat centrat a origen que (comptant la vora) conté
després de 200 segons un 10% dels mobils que han sortit de 'origen?

3. T1 (1 punt). Considereu a l’espai de Minkowski els sistemes de referencia inercials

E,E' E" H' /H" amb vectors base e, e,/, e,, h,s, h,» respectivament, tots ells relacionats per les
expressions:
/

/
— AH — RH — RH — AM
€ = A H,eu, Eur = B#//G,u/, hM' = Bu,eu, hun =A ;L”hl/

on les dues matrius A i B corresponen a transformacions pures de Lorentz (boosts) de manera que
E’ es mou amb rapidesa 1 en la direccié e; i H' amb rapidesa 1 en la direccié e;. Tenint present
el significat fisic dels vectors eqr i hgr , determineu numericament en el sistema de referencia F,
el modul de la velocitat (preneu ¢=1) i la corresponent direcci6é (angle amb 1'eix e;) amb que es
mouen els sistemes E” 1 H”.

4. T2 (1 punt). Determineu la meétrica 2-covariant induida sobre el paraboloide z = 2% + y* per la
metrica euclidea (via pull-back)

e Si considerem coordenades p, ¢ i la immersi6 en cartesianes x =p, y=g¢q, z=p®+¢>.

e Si considerem coordenades r, ¢ i la immersid en cilindriques p =r, 0=¢, z=r1?

5. ED (2.5 punts). Tots els punts d'una corda de densitat uniforme i longitud [ estan sotmesos a una
tensié mentre els seus extrems estan fixats. Si perturbem la seva configuracié d’equilibri la corda
efectua petites oscil-lacions transversals donades per la funci6 u(x,t) que mesura el desplagament
de cada punt de la corda respecte de I'horitzontal a l'instant ¢. L’equacié del moviment (equacid
d’ones) és:

1 0?u(z,t)  O?u(z,t)

on ¢ és una constant amb dimensions de velocitat. Resoleu 'equacié d’ones si a I'instant ¢ = 0
la corda esta pincada en el punt z = b que queda separat una distancia ¢ de I’horitzontal i tots
els punts estan en repos. Quines sén les condicions inicials?.



6. FE (1.5 punts). Considereu la solucié y(z) de l'equacié de Bessel d’ordre v i el canvi u(z) =
Vzy(x) peraxz > 0.

e Demostreu que u(x) satisfa la segiient equacié diferencial:

e Resoleu I'equaci6 anterior quan 4v? = 1. Com s’escriuria la solucié y(z) en aquest cas?

e Utilitzeu que T'(0.5) = /7 i Pexpressié general en série de potencies per a Ji,(z) per a
demostrar que per a x > 0 es verifica

Jiyale) = ()2 sin(z),  J1(@) = (=)' cos(a)

™ ™

7. TI (2 punts). Fent servir la segiient definicié de la transformada de Fourier d’una funcié

f(z), (o0 < x < 400)

1 +00
FIf)) = F(k) = | f@)explika)da

e Calculeu la transformada de Fourier de les funcions:
a) H(1 —|z|) = {1 per x| <1; 0 per |z|] > 1} (rectangle unitat).
b) exp(—alz|), a > 0.

e Resoleu I'equaci6 diferencial
y'—y=-H(l—|z]) —oo<z<oo, y(x)—0,y(x)—0per|z]— oo

nota: escriviu la solucié com a una integral de convolucié sense calcular-la i tingueu present

que Fly"(z)] = —k* Fly(z)] = —k*F (k)
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