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1. (3 punts) Una equació integral és una equació en la qual la funció incògnita està sota el signe de la integral.
Hi ha molts tipus d’equacions integrals i molts mètodes diferents per a resoldre-les. A continuació us proposem
resoldre’n dues amb mètodes relacionats amb el contingut del curs.

(a) Resoleu mitjançant transformades de Laplace:

φ(x) = sin x + 2
∫ x

0

cos(x− t)φ(t)dt

(b) Resoleu fent ús dels polinomis de Legendre (suposeu φ(x) =
∑

anPn(x) i x =
∑

bnPn(x)):

φ(x) = x +
1
2

∫ +1

−1

(x + t)φ(t)dt

2. (3 punts) Transformeu l’equació diferencial en derivades parcials

x2 ∂2u

∂x2
=

1
c2

∂2u

∂t2
u = u(x, t), c = constant

en una equació a coeficients constants mitjançant el canvi x = ez. A continuació, resoleu l’equació resultant pel
mètode de separació de variables. Trobeu la solució u(x, t), periòdica en t, i que satisfà les condicions de contorn

u(l, t) = 0, u(2l, t) = 0 ∀t

3. (0.5 punts) Amb un simulador pseudoaleatori hem obtingut 200 dades que suposadament corresponen a una
distribució exponencial de paràmetre λ = 1. Les hem agrupat en 10 regions teòricament equiprobables de
manera que les freqüències respectives han estat 24, 24, 17, 23, 14, 16, 22, 18, 19, 23. Fins a quins nivells de
significació especificats a les taules de chi-quadrat podem acceptar o refusar la hipòtesi? Podeu, fins a 3 xifres
decimals, precisar els 9 valors que delimiten les 10 zones d’agrupament? (indicació: en aquest problema us
resultarà més senzill utilitzar l’expressió original no simplificada de la mesura chi-quadrat de la discrepància)

4. (1.5 punts) La variable aleatòria Z = X + Y és suma d’una variable de Poisson X i d’una variable exponencial
Y , independents i amb la mateixa mitjana m.

(a) Determineu la desviació t́ıpica, i els paràmetres d’asimetria i curtosi de Z.

(b) Tendeix Z a una distribució normal en el ĺımit m→∞? Justifiqueu la resposta.

(c) Considereu la variable aleatòria V que és suma de 500 variables independents del tipus Z anterior, amb
m = 1. Pot considerar-se V aproximadament normal i/o de Poisson? Justifiqueu la resposta i calculeu la
probabilitat del resultat V ∈ (1000, 1025)

5. (1 punt) Un camp tensorial ’(2-contravariant)’ de segon ordre té per matriu de components esfèriques f́ısiques

T =

 0 1 0

0 0 1
1 0 0


(a) Determineu la seva matriu en coordenades i base cartesianes sobre la ĺınia θ = φ = π/4. A efectes de

comprovació la solució aproximada és:((-0.457,0.25,-0.854),(0.25,0.957,0.146),(0.854,-0.146,-0.5)).

(b) Determineu l’expressió completa (no matricial) en bases esfèriques holònomes o naturals dels tensors (1-
covariant 1-contravariant) i 2-covariant que són mètricament associats al camp T.

6. (1 punt) A l’espai de Minkowski de tensor mètric g = −dt ⊗ dt + dx ⊗ dx + dy ⊗ dy + dz ⊗ dz tenim un camp
magnètic donat pel tensor de Faraday F = Bz(t, x, y, z)(∂x⊗ dy − ∂y ⊗ dx).

(a) Constrüıu les matrius dels tensors Fµν i Fµν .

(b) Determineu matricialment les components Fµ′

ν′ en el sistema de coordenades definit per la transformació
de Lorentz t′ = t cosh ξ − x sinh ξ, x′ = −t sinh ξ + x cosh ξ, y′ = y, z′ = z. Comenteu, en dues ĺınies,
el resultat.



















Compaq_Propietario
El comentari que es fa aquí té un caràcter explicatiu molt més extens que el demanat a l'examen. Ho he fet així ja que aquest "exercici" és precisament el plantejat a la primera pàgina de l'article d'Einstein de 1905 (i resolt a la segona part de l'article amb anterioritat a la formulació tensorial i a la geometrització quadridimensional amb la qual Minkowski substituí l'espai i el temps de Newton per l'espaitemps.
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1.A (2 punts) Trobeu el conjunt de valors propis i les corresponents funcions pròpies normalitzades a la unitat del
següent problema de Sturm-Liouville:

x
d

dx
(x
dy

dx
) + y = −λy, x ∈ [1, e] , y(1) = y(e) = 0.

1.B (1 punt) Considereu la següent equació diferencial no homogènia:

d

dx
(x
dy

dx
) +

y

x
=

1
x
, x ∈ [1, e] , y(1) = y(e) = 0.

Trobeu-ne la solució en forma de sèrie de Fourier generalitzada, utilitzant com a base les funcions obtingudes a
l’apartat anterior.

2.A (1.5 punts) Utilitzeu la transformada de Fourier per resoldre l’equació diferencial:

y′ − 4y = θ(t) exp(−4t), on θ(t) = 0 si t < 0 i θ(t) = 1 si t ≥ 0.

2.B (1.5 punts) 1. Trobeu la transformada de Laplace de la funció

ϕ(t) =
∫ ∞

0

θ(t− t0)f(t0)dt0, en termes de F (s) = L[f(t)].

2. Resoleu l’equació diferencial:

y′ − 4y =
∫ ∞

0

θ(t− t0) exp(−4t0)dt0, amb y(0) = 0

.

3.A (0.5 punts) Per posar a prova la bondat d’un dau tetraèdric hem efectuat 100 llançaments amb els resultats
(valor, freqüència) següents: {(1, 20), (2, 24), (3, 26), (4, 30)}. Podem considerar estad́ısticament significativa la
discrepància entre el model teòric i els resultats obtinguts? Prosseguim els llançaments fins a completar una sèrie
de 1000 i els resultats han estat finalment {(1, 200), (2, 240), (3, 260), (4, 300)}. Cal repetir el test χ2? Raona la
resposta i actua conseqüentment.

3.B (1.5 punts) Una variable aleatòria Z = X+Y és suma d’una variable normal X de variància i mitjana m i d’una
variable Poisson Y també de mitjana m.

(a) Determineu la funció cumulant ψ(t), la desviació t́ıpica σ, i els paràmetres d’asimetria γa i de curtosi γc de
la variable aleatòria Z.

(b) Considereu la variable aleatòria V que és suma de n variables estad́ısticament independents del tipus Z
anterior. Per a quin valor de n es verifica la condició γa ≤ 0.01? Quin és llavors el valor de γc?

(c) En el cas particular m = 1, quin és el valor de n? Quin és el màxim valor de V que podem esperar obtenir
amb un marge de seguretat del 95%?

4.A (0.5 punts) Demostreu la relació (a× b) · (b× c)× (c× a) = (εijkaibjck)2 = (a, b, c)2.

4.B (1.5 punts) Sobre l’esfera de radi a i tensor mètric g = a2 dθ⊗ dθ+ a2 sin2 θ dϕ⊗ dϕ prenem com a coordenades
{z = a cos θ, ϕ}.

(a) Determineu el tensor mètric 2-covariant i el 2-contravariant en les coordenades {z, ϕ}.
(b) Comenteu el significat geomètric de les normes dels vectors {∂z, ∂ϕ} i dels covectors {dz, dϕ} sobre l’equador

de l’esfera i en els punts propers al pol nord.

(c) Expresseu el tensor T = cos θ (eθ ⊗ eϕ − eϕ ⊗ eθ) en la base f́ısica {ez, eϕ} corresponent a les noves
coordenades. Comenteu, fent servir consideracions geomètriques, el resultat.
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1. (3 punts.) Tots els punts d’una corda uniforme estan sotmesos a una força de fregament
proporcional a la velocitat. L’equació d’ones és:

∂2u

∂x2
=

1

v2

∂2u

∂t2
+ γ

∂u

∂t

on v és una constant amb dimensions de velocitat, γ és una constant que mesura el fregament
i u(x, t) és el desplaçament de cada punt x de la corda respecte de l’horitzontal a l’instant t.

Resoleu aquesta equació per a una corda de longitud l amb les condicions de contorn i inicials
següents:

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, u(x, 0) = u0 sin(
πx

l
), ut(x, 0) = 0.

Particularitzeu la solució al cas γ < 1
lv

.

2. (a) (1 punt.) Calculeu la transformada de Laplace de J0(x) fent-ne ús de la seva repre-
sentació integral:

J0(x) =
1

π

∫ π

0
cos(x sin θ)dθ

.

(b) (2 punts.) En una barra finita äıllada no homogènia la conductivitat tèrmica λ varia
com λ0(1−x2) per a tot −1 ≤ x ≤ 1, amb λ0 constant. L’equació diferencial que satisfà
la temperatura T (x, t) és:

∂T

∂t
= λ0

∂

∂x

(
(1− x2)

∂T

∂x

)
.

Determineu com varia la distribució de temperatura de la barra si inicialment la tem-
peratura és T (x, 0) = x2(1− x2). Raoneu, fent servir criteris f́ısics, els possibles valors
de la constant de separació.

3. (a) (0.5 punts.) Es distribueixen 24 part́ıcules de Bose-Einstein en 10 cel·les. Quina és la
probabilitat que cap cel·la quedi amb menys de dues part́ıcules?

(b) (0.5 punts.) En aplicar el test χ2 a una distribució de probabilitat hem estimat 2
paràmetres a partir de la mostra i hem distribüıt les dades en 12 regions. La dis-
crepància observada és χ2(mostra)= 19.9 . Què en pots concloure?

(c) En un programa assistencial s’efectuen tres controls de tipus A, 6 controls de tipus
B i 9 controls de tipus C. Els valors obtinguts en cadascun dels controls segueixen
distribucions gaussianes de mitjana i variança conegudes: A=(7.2,4.1), B=(6.5,3.9),
C=(4.9, 4.0).

i. (0.5 punts.) Quina és la llei de distribució de la puntuació total obtinguda a partir
de les 18 proves?

ii. (0.5 punts.) Arrodonint a la dècima, quina és la puntuació global màxima que dóna
dret a la prestació social si s’estableix: a) que cal estar més de dues desviacions
t́ıpiques per sota de la mitjana, b) que rebran la prestació el 10% amb inferior
puntuació.



4. (a) (0.4 punts.) Dedüıu l’expressió habitual per a ∇ × (a × b) mitjançant l’ús del tensor
totalment antisimètric de Levi-Civita.

(b) (OPCIÓ 1) (0.4 punts.) Definiu els tensors de tipus 2-covariant 1-contravariant sobre
un espai vectorial E, primer com a aplicacions multilineals i després com a aplicacions
lineals. Què hi guanyem amb aquesta segona definició? Doneu un exemple concret
d’aquest tipus de tensor amb tres components no nul·les en les bases escollides {ei, e

i}
per a E i E∗.
(OPCIÓ 2) (0.4 punts.) Per a un espaitemps de dues dimensions (t, x) escriviu la
transformació de coordenades associada a un canvi de sistema de referència inercial
amb (t′, x′) les noves coordenades. Demostreu la invariància de la mètrica de Minkowski
i expliqueu en què consisteix l’anomenada dilatació del temps.

(c) Les components f́ısiques en coordenades polars d’un camp vectorial contravariant A i
un camp tensorial 2-contravariant T definits sobre el plà euclidià són:

Âr = Âθ = 1 T̂ rr = T̂ rθ = T̂ θr = T̂ θθ = 1

i. (0.4 punts.) Expresseu aquests camps en les corresponents bases naturals (holònomes):
T = T rr∂r ⊗ ∂r + . . .

ii. (0.4 punts.) Expresseu el camp vectorial covariant i el camp tensorial 2-covariant
mètricament associats als anteriors en la base polar natural: T = Trrdr ⊗ dr + . . .

iii. (0.4 punts.) Determineu les components cartesianes dels camps A i T .
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1. (3 punts) Donat el problema de valors propis

y′′ − 2y′ + λy = 0 0 ≤ x ≤ π (1)

amb les condicions de contorn y(0) = y(π) = 0, es demana:

(a) És un problema de Sturm-Liouville (SL)? Raoneu la resposta.

(b) Si la resposta a la qüestió anterior és negativa, transformeu l’equació diferencial (1) a la forma canònica de SL.
Quina és la funció pes?

(c) Trobeu el conjunt de funcions pròpies i valors propis corresponents al problema de SL. Quins dels valors propis
són degenerats?

(d) Desenvolupeu la funció
f(x) = xex x ∈ [0, π]

en termes del conjunt complet de funcions pròpies. Utilitzeu la forma integral de les relacions d’ortogonalitat
entre les funcions pròpies.

2.1 (1.5 punts) Si definim la transformada de Fourier F̂ (ω) d’una funció f(t) com

F̂ (ω) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(t)e−iωtdt

trobeu F̂ (ω) per a la funció f(t) = t exp(−a |t|), a > 0, a partir del resultat

La [sin(ωt)] =
ω

a2 + ω2
a > 0

No podeu utilitzar el llibre de taules per resoldre aquesta qüestió.

2.2 (1.5 punts) Resoleu la següent equació diferencial no homogènia:

y′′ − 4y′ + 4y = g(t) t ∈ [0,+∞) amb les C.I. y(0) = 1, y′(0) = −1.

3.1 (1.5 punts) Considereu els sistemes de coordenades ciĺındriques {ρ, ϕ, z} i esfèriques {r, θ, ϕ} associats a un deter-
minat sistema de coordenades cartesianes de <3.

(a) Expresseu en base esfèrica natural i en base esfèrica f́ısica (ortonormal) el camp vectorial contravariant
v = (1/ρ)∂ρ.

(b) Fent ús de la corresponent expressió matricial per al càlcul del canvi de components, determineu en la base
esfèrica natural les components del tensor 2-covariant T = dρ⊗ dρ + dρ⊗ dϕ− dϕ⊗ dρ + dz ⊗ dz.

(c) Doneu les expressions matricial i completa del tensor T en la base esfèrica f́ısica.

3.2 (0.5 punts) Dedüıu, en funció dels coeficients de Lamé i dels elements de les matrius jacobianes associades a un
canvi de sistema de coordenades ortogonal, l’expressió genèrica del canvi de components f́ısiques d’un tensor 2-
contravariant:

ti
′j′

= f(tij , hi, hi′ , ∂xi′/∂xi, ∂xi/∂xi′)

4.1 (0.4 punts) Partint de l’expressió que dóna pr, r = 0, 1, 2 . . ., calculeu les principals caracteŕıstiques funcionals
(funció caracteŕıstica i funció cumulant) i numèriques (cumulants, moments centrals fins al quart ordre, asimetria i
curtosi) de la distribució de Poisson de paràmetre λ.

4.2 (0.6 punts) Es distribueixen, d’acord amb l’estad́ıstica de Bose-Einstein (part́ıcules indistingibles no sotmeses al
principi d’exclusió) 100 part́ıcules en 10 cel·les. Determineu, i expresseu amb quatre xifres significatives: a) El
nombre total de configuracions possibles.
b) La probabilitat que una cel·la determinada quedi büıda. c) La probabilitat que una cel·la determinada contingui
exactament 10 part́ıcules.

4.3 (1 punt) Sotmetem al test χ2 la hipòtesi segons la qual 50 dades numèriques han estat obtingudes d’acord amb la
llei de probabilitat χ2 d’un grau de llibertat. La informació que ens ha estat facilitada sobre la mostra consisteix
en afirmar que hi ha 10 dades a cadascun dels intervals següents : (0,0.1), (0.1,0.3), (0.3,0.7), (0.7,1.7), (1.7, +∞).
Determineu els nivells de significació tabulats per als quals acceptarem o refusarem la hipòtesi. Utilitzeu la taula
de la funció de distribució de la normal per a calcular, fent ús de la interpolació lineal, les probabilitats teòriques
associades a cadascuna de les regions d’agrupament de les dades.
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1.1 La transformada de Laplace de la funció de Bessel J0(ax) és

L [J0(ax)] =
1√

s2 + a2

Utilitzant les propietats de la transformada de Laplace i les relacions de recurrència de les
funcions de Bessel, calculeu L [J1(ax)] a partir de L [J0(ax)].

1.2 Resoleu, fent ús de la transformada de Fourier en la variable x, l’equació diferencial

∂2u(x, t)

∂x2
− 2

∂ u(x, t)

∂ t
= 0 t > 0, −∞ < x < +∞

amb la condició inicial

u(x, 0) = xe−x Θ(x) amb Θ(x) = 1 per x > 0 i Θ(x) = 0 per x < 0

Expresseu la solució formal en termes d’un producte de convolució.

2. L’equació de Laplace en coordenades polars planes per a una funció u(r, θ) és:

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2

∂2u

∂θ2
= 0

a) Trobeu la solució formal mitjançant el mètode de separació de variables.

b) Resoleu l’equació de forma expĺıcita trobant les solucions finites en una regió semi-
circular limitada per l’eix x i el semicercle x2 + y2 = a2, y > 0 amb les condicions
següents:

u(x, y) = u0 per x2 + y2 = a2, y > 0

u(x, 0) = 0 per x ∈ (−a, a)

Representeu gràficament la regió on es resol l’equació diferencial. No us oblideu de
tractar totes les possibilitats segons els diferents valors que pot prendre la constant de
separació.



3. Considereu una variable aleatòria real X descrita per una funció densitat

f(x) = k x2 per |x| < a, f(x) = 0 per |x| > a

a) Determineu, en funció d’a, tots els moments ordinaris de la v.a. X.

b) Feu un dibuix qualitatiu de la funció de distribució F (x) i doneu fins al quart ordre la
sèrie de Taylor de la funció caracteŕıstica.

c) Determineu el valor d’a de manera que σ2(X) = 1. Avalueu, en aquest cas, el coeficient
de curtosi γ2 ≡ γc = k4/k

2
2 = (µ4/σ

4)− 3.

d) Si Y =
∑100

i=1 Xi amb Xi variables aleatòries estad́ısticament independents i equidis-
tribüıdes amb la X de l’apartat anterior, estimeu la probabilitat del succés Y ∈ (0, 10)
i justifiqueu l’aproximació utilitzada.

4. En la regió t > |x| d’un espaitemps bidimensional amb mètrica g = dt ⊗ dt − dx ⊗ dx en
coordenades (t, x), passem a unes noves coordenades (ρ, ξ), definides a través de{

ρ =
√

t2 − x2

ξ = arctanh (x/t)

{
t = ρ cosh ξ
x = ρ sinh ξ

a) Determineu el tensor mètric en les noves coordenades (ρ, ξ).

b) Determineu les components del camp vectorial ~u = cosh a ∂t + sinh a ∂x en la base
{∂ρ, ∂ξ}.

c) Constrüıu el camp covectorial (o forma diferencial) mètricament associat(da) a ~u i
trobeu la seva expressió en la base {dρ, dξ}. Del camp covectorial o forma obtingut(da),
constrüıu-ne el camp vectorial tangent associat. Compareu aquest resultat amb l’obtingut
a l’apartat anterior.

d) Calculeu expĺıcitament el quadrat de la norma dels diversos camps d’acord amb les
expressions tensorials giju

i(t, x)uj(t, x), gi′j′ui′(ρ, ξ)uj′
(ρ, ξ), gi′j′

ui′(ρ, ξ)uj′(ρ, ξ), i
comenteu el resultat obtingut.

Puntuació: 1.1 (1.5 punts); 1.2 (1.5 punts) ; 2 (3 punts); 3 (2 punts); 4 (2 punts)
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1. P1 (1 punt). Determineu els cumulants de les dues variables aleatòries Z = 2(X−1), T = Y −2
si X i Y són variables aleatòries de Poisson de paràmetres 1 i 2, respectivament. Si definim
U =

∑5000
1 Ti, V =

∑n
1 Zi amb Ti, Zi estad́ısticament independents i equidistribüıdes amb T i

Z respectivament, determineu n de manera que U i V tinguin

• a) la mateixa variança,

• b) la mateixa asimetria,

• c) la mateixa curtosi.

2. P2 (1 punt). Un mòbil en el pla efectua cada segon un moviment horitzontal i un moviment vertical
independents, regits tots dos per la llei de probabilitat 0.5(δ−1 + δ1) . Quina és la probabilitat, en
aproximació normal i tenint present la correcció de continüıtat, que als 200 segons de la sortida de
l’origen de coordenades, el mòbil estigui situat a l’interior o sobre un quadrat de costat 40 centrat
a l’origen? Quin és el tamany mı́nim del quadrat centrat a l’origen que (comptant la vora) conté
després de 200 segons un 10% dels mòbils que han sortit de l’origen?

3. T1 (1 punt). Considereu a l’espai de Minkowski els sistemes de referència inercials

E, E ′, E ′′, H ′, H ′′ amb vectors base eµ, eµ′ , eµ′′ , hµ′ , hµ′′ respectivament, tots ells relacionats per les
expressions:

eµ′ = Aµ
µ′eµ, eµ′′ = Bµ′

µ′′eµ′ , hµ′ = Bµ
µ′eµ, hµ′′ = Aµ′

µ′′hµ′

on les dues matrius A i B corresponen a transformacions pures de Lorentz (boosts) de manera que
E ′ es mou amb rapidesa 1 en la direcció e1 i H ′ amb rapidesa 1 en la direcció e2. Tenint present
el significat f́ısic dels vectors e0′′ i h0′′ , determineu numèricament en el sistema de referència E,
el mòdul de la velocitat (preneu c=1) i la corresponent direcció (angle amb l’eix e1) amb què es
mouen els sistemes E ′′ i H ′′.

4. T2 (1 punt). Determineu la mètrica 2-covariant indüıda sobre el parabolöıde z = x2 + y2 per la
mètrica eucĺıdea (via pull-back)

• Si considerem coordenades p, q i la immersió en cartesianes x = p, y = q, z = p2 + q2.

• Si considerem coordenades r, φ i la immersió en ciĺındriques ρ = r, θ = φ, z = r2

5. ED (2.5 punts). Tots els punts d’una corda de densitat uniforme i longitud l estan sotmesos a una
tensió mentre els seus extrems estan fixats. Si perturbem la seva configuració d’equilibri la corda
efectua petites oscil·lacions transversals donades per la funció u(x, t) que mesura el desplaçament
de cada punt de la corda respecte de l’horitzontal a l’instant t. L’equació del moviment (equació
d’ones) és:

1

c2

∂2 u(x, t)

∂t2
=

∂2 u(x, t)

∂ x2
(0 < x < l, t > 0), {u(0, t) = 0; u(l, t) = 0}

on c és una constant amb dimensions de velocitat. Resoleu l’equació d’ones si a l’instant t = 0
la corda està pinçada en el punt x = b que queda separat una distància ε de l’horitzontal i tots
els punts estan en repòs. Quines són les condicions inicials?.



6. FE (1.5 punts). Considereu la solució y(x) de l’equació de Bessel d’ordre ν i el canvi u(x) =√
x y(x) per a x > 0.

• Demostreu que u(x) satisfà la següent equació diferencial:

u′′ + (1 +
1− 4ν2

4x2
) u = 0

.

• Resoleu l’equació anterior quan 4ν2 = 1. Com s’escriuria la solució y(x) en aquest cas?

• Utilitzeu que Γ(0.5) =
√

π i l’expressió general en sèrie de potències per a J±ν(x) per a
demostrar que per a x > 0 es verifica

J1/2(x) = (
2

πx
)1/2 sin(x), J−1/2(x) = (

2

πx
)1/2 cos(x)

.

7. TI (2 punts). Fent servir la següent definició de la transformada de Fourier d’una funció

f(x), (−∞ < x < +∞)

F [f(x)] = F (k) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x) exp(ikx)dx

• Calculeu la transformada de Fourier de les funcions:

a) H(1− |x|) = {1 per |x| < 1; 0 per |x| > 1} (rectangle unitat).

b) exp(−a|x|), a > 0.

• Resoleu l’equació diferencial

y′′ − y = −H(1− |x|) −∞ < x < ∞, y(x) → 0, y′(x) → 0 per |x| → ∞

nota: escriviu la solució com a una integral de convolució sense calcular-la i tingueu present
que F [y′′(x)] = −k2F [y(x)] = −k2F (k)






















