ASSIGNATURA: Metodes Matematics de la Fisica I1
DEPARTAMENT: Fisica Fonamental
Data EXAMEN: 31 — gener — 2006

1. (3 punts) En un problema amb simetria cilindrica ens trobem en el pla z = 0 amb una funcié u(p, 6),
harmonica ( V2u = 0) dins el domini {0 < # < 7, 1 < p < R}, on p i @ sén, respectivament, les
coordenades radial i angular. Les condicions de contorn sén:

{u(p,0) =0, wu(p,m)=0 per 1<p<R} i {u(l,0)=0, u(R,0)=uy per 0<6<m}

1. Trobeu les equacions diferencials en les variables p i 6.

2. Resoleu l'equacié per a la part angular considerant la condicié de contorn adequada. Discutiu
totes les possibilitats. Feu el canvi p = exp(s), i trobeu també la dependencia radial.

3. Finalment, trobeu 'expressi6 de u(p, ) determinant els coeficients de la seva expressié en forma

de serie.
2. (3 punts) Si definim la transformada de Fourier de f(z) = e~ com
2 b 2 -
Fle )= /e e dr = f(s)

1. Determineu I'equacié diferencial que satisfa f(s), s € R, diferenciant sota la integral. Determineu
la solucié si f(0) = /7.
2. Calculeu la Fe=l], ¢ >0, i utilitzeu la transformada inversa (amb el factor de normalitzaci6

adequat a la definici6 donada abans!) per demostrar que

1 T
— L oclsl
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3. Finalment, utilitzeu el teorema de convolucid
FI[ 09l — vyt = (5) a(s)

per calcular la transformada de Fourier de
7’ ef(xft)zdt
2+ 2
—00

3. (1 punt) En un cultiu de tres especies de bacteris A, B, C, el nombre de cadascun d’ells per mm3

obeeix, independentment del nombre dels altres, la distribucié de probabilitat segiient:
A: Binomial de parametres n = 25000, p = 0.01.

B: Normal amb m = 250, ¢ = 25.

C: Poisson de parametre A = 625.

1. Determineu la mitjana i la desviaci6 tipica del nombre total de bacteris per mm?

2. Quina és la llei de probabilitat que déna el nombre de bacteris en una mostra d’un cm? i quin és,
en aquest cas, el nombre minim de bacteris garantit en un 99,9% dels casos.

4. (0.5 punts) Després de 10000 tirades d’'un dau hem obtingut per als valors 1,2,3,4,5,6 les segiients
freqiiencies: 1610, 1630, 1690, 1652, 1692, 1726. Fins a quin nivell de significacié podem donar per
valida la hipotesi que el dau no esta trucat?



5. (0.5 punts) Expresseu en termes dels cumulants i moments centrals els parametres d’asimetria i curtosi.
Quant valen per a una llei de Poisson? Calculeu 'asimetria de la suma de dues variables aleatories
independents i comproveu 'expressié obtinguda en el cas de dues variables de Poisson.

6. (1 punt) Un camp tensorial 1-contravariant i 1-covariant té per matriu de components esferiques
naturals o holonomes

1 rsin@ rsind
T sin @ 0 0
Or 1
sin 0

1. Expresseu-lo com a combinacio lineal de la corresponent base tensorial, passeu-lo a la base esferica
fisica o ortonormal i reconstruiu la corresponent matriu en la base esférica fisica.

2. Realitzeu el mateix canvi de matrius utilitzant la formula matricial de canvi de base per als

tensors 1-contravariant i 1-covariant.

7. (0.5 punts) A T'espai de Minkowski de tensor metric g = dt®@dt—dr®@dxr—dy®dy—dz®@dz tenim el camp
electromagnetic constant donat pel tensor de Faraday F' = 3(dt ® dz — dx ® dt) + 5(dz @ dy — dy ® dz).
1. Construiu les matrius dels tensors F,,, F,”, F",, F'.
2. Construiu mitjancant calcul matricial I'invariant F*E),,

3. Quins sén els vectors electric i magnetic constituents del tensor de Faraday?
8. (0.5 punts)

1. Dedueiu la llei de transformacié de les components d’un tensor 2-covariant i 1-contravariant sota
un canvi de base e — €.

2. Deduiu la llei de transformacio6 de les components holonomes d’un tensor 1-covariant i 1-contravariant
sota un canvi de coordenades z* — y*, i doneu també la seva transcripcié matricial.
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ASSIGNATURA: Metodes Matematics de la Fisica 11
DEPARTAMENT: Fisica Fonamental
Data ExXaMEN: 14 - juny - 2005

1. (1 punt} Calculeu la mitjana, desviacid tipica, asimetria i curtosi per

a) Ll valor obtingut per a la tirada d'un dau tetraddric equiprobable {1,2,3,4}.

b} El vaior obtingut en sumar els resultats de ducs tiradcs.

2. (0.5 punt) Determineu, a un nivell de confianca del 95% el consum maxim anual d’aigua (en m?) d’una
factoria que en cadaseun dels 250 dies Jaborals resulta de sumar una Poisson de parimetre 50 i una normal
de mitjana 50 i varianga 25, mentre que en cadascun dels 115 dies festius el consum correspon a una binomial
n=20, p=0,5.

3. (0.5 punt) En comencar any el forner i la fornera d’un poble formulen les seglients hipdtesis sobre com es
distribuira la venda de les 1000 barres de pa que couran cada dia. (H1, forner, binomial amb n= 1000}, (H2,
fornera, binomial amb 7=1000, p=0.95). En acabar I'any troben que la mitjana de vendes ha cstat exactament
de 930 barres al dia, agrupen les dades dels 360 dies treballats en 16 regions i calculen la discrepancia chi-
quadrat de les dades amb la binomial n=1000, p=0,95. Fl resultat és de 24,4. Han estat validades o refusades
les seves hipotesis al nivell de significacié del 5%7
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- (1 punt) Considereu la transformacié entre dos sistemes de referencia inercials donada per la transformacié
de Lorentz en unitats naturals {¢ = 1)

t' =cosh(r)t —sinh{r)z, z'=2, y =y, 2 =cosh(s)z —sinh(r)t
a} Quina és expressié en el sistema de coordenades {t, z,y, 2} del camp electromagnétic
F=2(dt'®dy —dz' @ dit") + 3 (dr' @ d2’ — dz" @ da’).

b) Quina interpretacio fisica es desprén del resultat anterior?

5. (0,5 punt) Efcctua les contraccions

AJ:.f = S.i':iiz BJ..J.A = S.ifk-i = S.i".iz'j D= Stj_,'t

sobre ¢l tensor de quart ordre §¥,, sobre un espai vectorial de dimensié 2 que té per components la matriu
de matrius seglient
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@ (oeve cecscaore lu dade 2u Lo Jowua

on els dos primers mdexs contravariants especifiquen la submatriu i els dos darrers, covariants, indiquen
I'element de la submatriu.

{0.5 punt) Sobre ’hemisferi nord d'una esfera de radi @ prenem com a coordenades {p = asin @, p}. Utilitzant

l'expressié matricial del canvi de components d’un tensor 2-covariant, determineu expressio de la métrica
o? {df @ df + sin® 0 dp & dip) en les coordenades {p, @}
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7. (3 punts) Resolen Pequacié diferencial segiient:
t
y" (kY — dy{t) =/ Jo(w)Jo{t — w)du
0

y(0) =0
y' () =0

8. (3 punts) Si u(z,t) representa la temperatura al llarg d'una barra afllada no homogénia en —1 < = < 1 amhb
una conductivitat térmica proporcional a (1 — 22), llavors u(x,t) satisth lequacié

. a ou
i [(1 }aJ

Els extrems es troben aillats. Obteniu la distribucié de temperatures amb la condicid inicial w{x,0) = f(z).
Feu servir criteris fisics per a seleccionar els possibles valors de la constant de separacié. Trobeu la solucid
explicita en el cas particular en qué f(z) = 2.
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ASSIGNATURA: Metodes Matematics de la Fisica 11
DEPARTAMENT: Fisica Fonamental
DATA EXAMEN: 18 — gener — 2005

1. (3.5 punts) Considereu el problema de Sturm-Liouville

L ovw) = —Xyla) . 9(0) = y(2L) = 0

on —\? és lautovalor i L és una constant positiva.

1. Trobeu els els corresponents autovalors i autofuncions ortonormatlizades, X, (z).

2. Prengueu la funcié
T

f(z) = sinh <2L>

i trobeu el seu desenvolupament en serie ortogonal de les funcions anteriors, és dir, trobeu
els coeficients A,, de la serie

f@=§&&@

3. Utilitzant el teorema de Parseval, proveu que

© 7 sinh 27 — 2

> (nt1/n) 7 = 2 T~ 0.769837 ...

)
=1 sinh” 7

2. (2.5 punts) Donada I'equaci6 diferencial

(£ 5) w0

amb condicions inicials y(0) = g(0) = §(0) = 0, ¥ (0) = ag, on 3 és una constant real i
positiva i ag una constant real, es demana:

1. Efectuar la transformada de Laplace de 1’equacié diferencial i aillar la incognita, g(s).
2. Invertir la transformada per trobar y(t).

3. Demostrar que, a temps llargs comparats amb 1/, i.e., t 1/, y(t) creix exponencial-
ment amb el temps.

3. (1.5 punts) Un comptador enregistra cada segon els resultats provinents d’una distribucié
binomial de parametres n = 10,p = 0.2, superposats als que provenen d’una distribucié de
Poisson de parametre \ = 3.

— Determineu la mitjana, desviacio tipica i asimetria dels comptes enregistrats en un segon.

— Determineu la mitjana i la desviacié tipica dels comptes acumulats en un periode d'una
hora, aixi com el corresponent interval de confianca simetric del 90%.

— nota auxiliar L’asimetria d’una distribucié binomial és v, = %.

4. (0.5 punts) Contesta tan sols una de les segiients qiiestions:

— 4A Defineix el nivell de significacié del test d’hipotesi chi-quadrat. Es vol comprovar a
un nivell de significacié del 5% la hipotesi segons la qual una distribucié de dades segueix
una llei de Poisson. Agrupades les dades en 20 regions i estimada la mitjana a partir de
les propies dades, quin és el valor maxim del test que valida la hipotesi?



— 4B En una distribucié Bose-Einstein de 20 particules indistingibles en 7 celles, quina és la
probabilitat que dues celles quedin buides? (nota per a autocomprovacié: la probabilitat
és un dels quatre valors 0.32335, 0.29756, 0.35354, 0.36211).

5. (1.5 punts) A D'espai de Minkowski bidimensional de tensor metric ¢ = dt ® dt — dz ® dx
associat a la base lorentziana natural {0, 0.}, prenem com a nova base els camps vectorials

{Ul = @,Ug = 8,5 + 2693}
— Expresseu en termes de les bases lorentzianes originals les bases dual {w',w?} i reciproca
{wr, wa}.
— Expreseu el vector ‘posicié’ A = t0; + xJ, en les bases v; 1 w;.

— Expresseu la metrica en la base w! i empreu-la per a determinar la norma del vector A i
E l t la b g | det | del tor A
per a construir la 1-forma o vector covariant associat al vector A.

6. (0.5 punts) Fent servir la formula matricial per a la transformacié de les components d’un tensor
2-contravariant sota un canvi de coordenades, determineu ’expressio cartesiana del tensor 2-
contravariant antisimetric que en polars planes té l'expressié: sin (0, ® Jy — Oy ® 0,.).
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DEPARTAMENT: FISICA FONAMENTAL CURS 00-01
METODES MATEMATICS DE LA FISICA II
Examen del gener de 2001

Solucions de les questions

Q.1

00 int
F(s) = / et 200 gy
0 t

lim F(s) =0

§—00

1 1

F'(s) = —/ e tsintdt = Im/ et dt
0 0
—Im

s—i 8241

1
F(s) = —/82+1ds: —arctgs + C

i la condici6 de limit per a s — oo determina C' = 7/2.

Q.2 P(AAbo) = P(bo|A)P(A) = 0,495, P(B Abo) = P(bo|B)P(B) = 0,441
P(bo) = P(A Abo) + P(B Abo) = 0,936

P(B Abo)

P(B|bo) = P(bo)

=0,471

Q.3
Z’TZ‘J‘CLJZZT]'Z'CL], Va’ z':l,...,n
j=1 j=1

Peraa'=1,a0/ =0,j=2,...,n tenim: Ty = Ty

I, en general, per a a* =1, ¢’ =0, j # k tenim:
T = Tyi

i per tant, el tensor és simetric.



Solucions dels problemes

P.1 (a)

(b)

(c)

1d d
Comparem y" — 2y’ = Ay amb —— [wp— | + qy = Ay i tenim
wdx dz

que ens porta a:

w=e
La solucié general de 3" — 2y — Ay =0 és
y(x) = Ae”™ + Be™ | amb  ro=1+vV1+ A\

Les condicions de contorn donen:

A+B=0
Ae™t + Be™- =0
Aquest sistema homogeni té solucions no trivials només si el determinant s’anul-

la: €™+ — €™~ = ( que porta a e 2"VItA =1 és a dir: VI+ )\ =1in
i els valor propis son:

Ap = —1—n?, n=12,...

Substituint aquests valors en el sistema tenim: A = —B, de manera que la
funcié propia corresponent a )\, és:

U, = Ape”sin(nz), n=1,2,...

Aqui és obvi que cap dels autovalors no és degenerat.

La condicié de norma unitat implica A, = 4/2/7.

El cas \g = —1 s’ha de tractar apart, perque llavors la solucié general de ’eq.
diferencial és y = e* (A + Bz). En aquest cas les condicions de contorn donen:
A=B=01)\ = —1 no és autovalor.

Relacions d’ortogonalitat:

(U, Upy) = /07r dz €72ty ()t (2) = 0

sempre que n # m.



P.2 Si diem a = |77 i
= |F— 7y = Vr?2+ a2 — 2ar cos
Sobre ’esfera tenim que la carrega crea un po-
tencial

q
47reoa\/1 —2Rcosf/a+ R?/a?

Vo(R,0) =

La esfera conductora crea un potencial, que al
tenir simetria axial no depen de ¢ i la solucio
general de ’equacié de Laplace és

° B,
V= Z (Alr + l+1) Py(cos )

=0

A la regi6 exterior com el potencial a I'infinit ha de tendir a zero aixo implica 4; = 0
Com l’esfera és conductora el potencial a la superficie ha de ser constant

q — B
. +3 L pcost)
47T€06L\/1 —2Rcosf/a+ R?/a? ZZ;) R

ara bé com que a > R

L Z )(cos 6)

\/1 —2Rcosf/a+ R?/a®> 1o
i igualant els coeficients per a tots els P, tenim

q R2l+1
B, = kRO, 1=0,1,2,---
l 47T6() aH_l + 10, 5 Ly 4

La solucié general s’obté sumant les dues

q q [e9) R2l—|—1 1 R

V(r,8) =V,(r,0) + Vi(r,0) = Py(cos ) + K7

dreo|F — 7| 4meg = altl il

Si ens allunyem molt es com si hi hagues una carrega puntual a l'origen, és el moment
monopolar de la distribucié el que domina lim, ,,, V(r,0) ~ q/(4weer) i per tant
la contribucié de l’esfera s’ha d’anullar i prenent el limit en ’equacié anterior es
determina la &

R R
TILIgOV(r 0) ~ 47:;)7“ B 47r(ioa r k?
per tant tenim k = ¢/(4mepa).
Finalment
V(r,0) = g ¢ BT Py(cos )

Aeg |7 — rq| 4reg = a'tt ritl



DEPARTAMENT: FISICA FONAMENTAL

METODES MATEMATICS DE LA FISICA II

Examen del juny de 2000

Solucions dels problemes

=

P.1 a) La metrica 2-covariant en coordenades esfériques és:

Ty = dr? + r2d6* + r? sin 0*dp?
1 la 2-contravariant ]
L
r2sin 2 °

Com a matriu és la inversa de la covariant. La norma del camp A és

1
ﬁ=£+ﬁ%+

7?2 sin 0
|A| = /g;; A1 AT = (r?sin®,rcos0,0) | r3cosf | =1
0
La norma del camp w és
0
lw| = 4/g¥w;w; = (0,rsinf, rsinf cosh) sin 6 /r =1
cos @ /(rsinf)
La contracci6é w(A) és:
72 sin 0
(0,7sinf,7cos@) | rcosfh | =r*sinfcosf
0
b) Donat que 0, = e,, 0y = rey, 0y = rsinfle, i que
1 1
dr=¢",df = e, dp = ——e?
r 7 sin 0

tenim A = r2(sinfe, + cosfley) i w = sinfe’ + cos fe?

CURS 99-00

En coordenades cartesianes, si fem servir la notacié x' per a les components cartesianes i g’

per a les esferiques, tenim

A’i(x) B ox

= oy Al(x)


jmparra
Atenció:

Aquesta solució no es correspon amb l'enunciat. Hi ha petits detalls (diferent valor de les components) que no es corresponen. D'altra banda, l'enunciat que figura tampoc és exactament el de l'examen??.
Trobareu l'enunciat i solució coherents en les dues pàgines escanejades al final d'aquest document


P.2

calculant les derivades tenim:

sinfcos¢ rcosfcos¢ —rsinfsing r?sin r2 cos ¢
sinfsin¢ rcosfsing rsinfcoso rcosf | = | r?sin¢
cos —rsinf 0 0 0
és a dir
2 4+ y? + 22

A =1*(cospi+sing)) =

— (@1 + Y))

Va? + y?
Com en components cartesianes les coordenades covariants i contravariants coincideixen si
escrivim el vector w en la base contravariant podem fer servir la mateixa matriu del canvi,

el camp a transformar és
sinf cosf
07 ? .
r ' rsinf

que en coordenades cartesianes s’escriu cos 6(sin 6 cos ¢ — sin ¢)i + cos 6(sin 6 sin ¢+ cos ¢) j—
sin 02k que escrit en la base dx, dy, dz i com a funcié de (z,y, z) és

2t Y N[ % N\ Tty
r\r Vot y r\r T Vere )T e

c) La matriu del tensor 7}

dz

0 r3sinf?  r3sinf?cosh
0 r2cosfsin€ 7r2cosf?sinf

0 0 0

La traca d’aquesta matriu és un escalar i és la contraccié w(A) que em calculat a 'apartat
a).

a) Fem el canvi de variable z = A\r

Rnond =+ [ 25 ()
/Orl(r)r—ﬁ/oxl(x)x

del Schaums 31.21 p
22 Ji(z) = g <$2J2(x))
aleshores
1 AR, 1,
ﬁ/o 72N (2)dr = R B(\R)
b) En polars tenim com que ni les condicions de contorn ni la funcié que busquem depenen
de z, ¢ 'equacié a integrar és:
0*F . O’F 10F 1

o2 or? + ror r2

Busquem solucions que admetin separacié de variables F'(t,7) = T'(t)g(r) aixi tenim

1d°T 1 (dzg 1dg> 1

Tdz ~ g\dr? " rdr) 12



cada costat només depen d’una variable per tant han de ser igual a una constant, per obtenir
fiuncions 7'(t) ben comportades a +o0o posem la constant —w? aix{ tenim

d>T 9
e =
i les solucions sén T'(t) = Acoswt + Bsinwt pero de la segona condicié inicial
OF
—({t=0,7r)=0—-T'0)=0
(£ =0,1) (0)
i per tant B = 0. L’equaci6 radial queda
d%g 1dg
2 2,2
— +r—— —1)g=0
rdr2+rrdr+(wr )g

que fent z = wr és I'equacié de Bessel per a n = 1 i per tant la soluci6 és g(r) = CJy(wr) +
DY;(wr) pero com per la condicié d’acotacié ha de ser finita a r = 0 tenim D =0

Ara demanem la condicié de contorn F'(¢, R) = 0, a les solucions aixo vol dir que J;(wR) =0
és a dir no totes les constants reals w sén bones constants de separacié, només ho sén aquelles
que w; R = un zero de la funcio J; de Bessel. Finalment tenim:

F(t, 7') = Z Aj COS ’U)jtjl(’w]'?“) | Jl(’ij) =0
J

......

d’ortogonalitat de les funcions de Bessel, fent el producte amb J;(wgr) tenim

R R’ 2 R,
ZA]-/O rJy(wir)Ji(wer)dr = Ak7[J1(ka)] = a/o r*Jy (wyr)dr
j

aquesta darrera integral I’hem calculat a l'apartat a) i val aR?Jo(wyR) /wy, aixi obtenim Ay

. 2a J2 (ka)

A= T wR)P

P.3 i a) tranformem per Laplace I’equacié diferencial s?§(s) + 4s9(s) + 39(s) = L[sin x| per tant

L[sin x] 1 ( 1 1

- — — _ : — 1 -z _ 3z :
g(s) = P ilars 3> L[sinz] = 2£[e e **|L[sin z]

$2+4s+3 2
producte de transformades podem aplicar el teorema de convolucio.

sinx cosx e

10 ) 4 20

y(z) = % /Ox dt (e*t — e*"‘”) sin(z — t) =

b) per resoldre el problema directament

1 1 1 11-2s

L[sin z] 1 N
s+1 20s+3 10s2+1

T 2+44s5+3 (s2+4s+3)(s?2+1)

9(s)

1
4

on hem descomposat en fraccions simples i ara la transformada inversa

—T —3z 1
64 620 +1—0(sinx—2cosx)

y(z) =L j(s)] =



P4

P.5

1w . 1 . L
hw) = == [ J(0) sinwgte " dt = 1@ (e = emiee) et
L= w — wo) — g(w + wy)

—it(w—wo __ ,—it(w+wo) — g(
2ivas oo T C ¢ )t 2

a) Es tracta d’una distribucié binomial amb n = 10 i p = 1/2,q = 1/2 la probabilitat de

tenir ¢ respostes correctes és
10\ 71\
B(10,1/2)(i) = ( ) (3)
)

La probabilitat d’aprovar és la de tenir 5 o més respostes correctes P(i > 5) =1 — P(i < 5)

o= ((5)+ (2)+(2) () () -3 -nm

per tant P(i > 5)=1—0,377 = 0,623

b) Si en fa bé 8 en falla 2 per tant té un 6 i aprova. Si en fa bé 7 en falla 3 i té un 4 i per
tant suspen.

P(i >7) = P(8) + P(9) + P(10) = (%)10 ((18()) + <190> + Gg)) = % = 0.0546875

c¢) La binomial ve caracteritzada per uns parametres n = 1000 i p = 0.0547 com np > 10

podem aproximar per una gaussiana, doncs n gran i p petit no és garantia suficient si per

exemple np ~ 1 caldria fer servir Poisson, que en el nostre cas vindria caracteritzat per un

parametre A = pn = 54, 6875.

La gaussiana tindrad com pardmetres la mitjana ja I’hem calculat i val 54,7 i la 02 = np(1 —

p) = 54,6875(1 — 0,0546875) = 51,697 0 bé 0 = 7,19

d)

exp(—5b4, 6875) 54, 5875%
60!

La de la gaussiana sera 1’area entre els valors de la variable z 59,5 i 60,5 i per a la variable
estandaritzada y = (z — 54,7)/0 entre y = 0,6693 i y = 0, 8084

Pyo(Poisson) =

= (,040052

PGauss(60) = fer(0,8084) — fer(0, 6693) = 0, 0421

e) La probabilitat d’aprovar més de 60 és

1 o0 (x — 54,7)?
———\d
2mo /59,5 <P ( 202 ) v

si estandaritzem la variable tenim

2

1 o0 Yy
_— —= |dy =1 — fer(0,6693) = 0, 2516
v 2 /0,6693 P ( 2 ) Y er( )
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P.1 Sigui el conjunt {r,8,¢} un sistema de coordenades esfériques de I’espai euclidia ordinari. Considerem donats
el camp vectorial contravariant A = (r*sinf,7 cos8,0) = r?sin @ &, + r cosf Jy i la forma diferencial o camp
vectorial covariant w = (0,7 sin8,rsinécosf) = rsinf df + rsinf cosd d¢

e Determineu, mitjancant la metrica 2-covariant i la meétrica 2-contravariant en coordenades esferiques, les
normes dels camps A i w. Calculeu també la contraccié w(A).

e Doneu les expressions dels camps A i w en la base esferica ortonormal o fisica {e,es, e} aixi com en
les bases i coordenades cartesianes que es corresponen al sistema de coordenades esfériques escollit.

e Construiu la matriu del tensor Tji = A" w;. Quin significat i quin caracter tensorial t¢ la traca d’aquesta
matriu? 2 punts

MsWc 2 covanaut T,- 9 &x:&ctx& - digdr 4 rrdoedo ¢ Pt e&e @0'4,(
mmeWu dsb - aete ¢ cl9+rm6¢h{ gi_:(f mé))

MoV 2 odlwvarand 7% «3.&3 &B = 0.8+l AGQB ‘
Mam&mk o Lo dvena i b 2. @MM& « ““ekf v( ( v

£
gur\w»ul pua roteume m"\%ct:ruab d coodduode,  dsn 3 b 4 Londs
th W oded i %umb&io[mm) Pl hzm\;udmatalﬂawm
c e N\wchk c\QOMQtJ l%‘ 1= by Hxls = ﬂemg\f;ni‘db; kﬁ:‘ cw;tvf\iﬁl'wms{
(Udﬂg‘—d}i\u&c\hﬁi pr \M)ta\'(ii (vcmaua de coordineda e ol L

lougctied )
Ca 2 r2aiub’
%W‘A A& lA( = (r Lw.ﬁ er& o' ( 2 M:ul&") Uy B )._.

o]

N .
:(r""uieG,rmé.G) #::B X: "'L‘(éﬂula *U;BB': AR \M:rz
C

\wi= Ug‘w;m« \
2 3 ' ] | '0'\ , kj.u‘a
w17 (o, ruwo, ruio we ) [ /rle {rwd (o, e, sd O)| = |*
Sogze |\ rsas s o
VL
| , . i
S w8 Bzl = twi=4 “rctas 2,020
o z - T
¢ . : - 8 wubd -
W (A) - w;/-‘\L = (o, raad, Wi ® @) |red = f 1) P
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DEPARTAMENT: FISICA FONAMENTAL CURS 99-00
METODES MATEMATICS DE LA FISICA II
Examen del gener de 2000

Solucions de les questions

Q.3 Posant ¥(p, ¢, 2) = R(p)®(p)Z(z) i dividint per ¥ tenim

110 0 11 062 1 02
Rp0p

g ~ % 542 790
p@p * D p? 0yp? * Z 022

la part de Z nomes depen de z i l'altra no hi depen podem posar

———7 =+a?

7 022

1 92 +a? solucions Z = exp(+az)
—a? solucions 7 = exp(+iaz)

La solucié que em de triar amb 4+a? o —a? depeén de les condicions de contorn per a la
variable z.
L’equacié per la resta de variables multiplicada per p? queda:

p 0 0 102 9 9
—— |p=— | R+ =P+ =0
ROp <p8p> d Jyp? “p
Com abans ara tenim una part que només depen de p i I'altra que nomes depen de ¢
1 02
P =—m2
® 0p? "

ha de ser —m? amb m € Z per que sigui periddica en . La solucié és ® = exp(imy).
Finalment I'equacié per a la funcié R(p) queda

0 0
&y (pa—p) R+ (£a?p* —m*)R =0

Per al signe + les solucions sén les funcions de Bessel J,,(ap) i per al signe — les funcions
modificades de Bessel J,,(iap)

Q.4
P(ANB)

P(B)
P(ANB) = P(A)+ P(B) — P(AUB)iamés P(AUB) <1 — P(ANB)>p+q—1
llavors

P(A|B) =

)>p+q—1

P(A|B
q



Solucions dels problemes

P.1 a) Els vectors tangents a les linies coordenades ¢, ¢ sén:

. ox L9 oy . S o " oy ..
€1 =5t , €y = —i+ =—
despres de derivar i una mica de calcul obtenim:
oz 8y a or ay

a2 sinh ¢* sin ¢*

1 — cosh ¢* cos ¢%), % =9~ D
q q

8—c11 B aq D2(
on D = cosh g' — cos ¢® el producte escalar de €; per € és:
3_“”%+@%:3_$<3_x+@) ~0
0qr 02  9Oq' 9g®> 0¢%? \Oq*  0¢?
és a dir sén ortogonals.

b) El tensor metric en la nova base és:
5161 é'lé'z 02/D2 0
5261 é'zé;g 0 a2/D2
c¢) Diem vy a les components covariants del vector 7 i uy a les components covariants

del vector 7 en la base €;, donat que els vectors 7 i 7 tenen components v; = 1,v9 = 0
iuy, =0,ups =11 per les components covariants tenim:

oxJ
Y= Y gt
aleshores
Oz oz~ _ Oy _ Oy
/U/:—’ ’U/:—, /:—’ 7
! oq! 2 0q¢? ! oq! 2 aq

. ] a1 . s, .
per trovar les components contravariants v* = ¢g'7 vy i donat que ¢g*/ és la inversa
de gy tenim

v_D2ox oy DOs o DOy DMy
a2 aql’ 0,2 aq2’ a2 aql’ a2 aq2

P.2 La transformada de Fourier és A(w)

1 _ 1 * —iwt _ _ ﬂ —
Aw) = = [wA(t)e dt = / Aoexp< (<w0 w) 2Q>>dt—
Ao 1
V2m i(w — wo) + wo/(2Q)
i la distribucié en frequeéncies de 'oscillacié
~ ~ A2 1
A(w)A* =20
(w) A (w) 21 (w — wp)? + wi/Q?




P.3 La transformada de Laplace de I'equacié mi(t)+b(t) +kx(t) = 0 amb les condicions

P4

inicials (0) =01 z(0) = vy és:
m(s®%(s) — vo) + bsi(s) + ki(s) =0
i per tant

He) = o5 bs/m+k/m — (s+b/(2m))? + k/m — 7/ (4m?)

per trobar I’antitransformada de Laplace com que £~ (§(s+a)) = exp(—iat) L7 ((s))
tenim

() = vo exp (-%) L <32 g L 7 4m2)> — g exp (—%) £7(5(s))

per a aquesta antitransformada, £71(§(s)), tenim tres casos segons el signe del factor
constant del denominador

k10 1
a) infraesmorteit b? < 4mk definim w? = — — —— = L7Y(g(s)) = —sinwt
m  4m? w
b) esmorteiment critic b* = 4mk = L Yg(s)) =t
¢) sobreesmorteit b*> > 4mk definim % = 1k = L7H(9(s)) = L sinh Bt
S 4Am2  m Y B

a) Probabilitat que un sigui més llarg que Ly =1 — p;
Probabilitat que quatre siguin més llargs que L; = (1 — p;)?

b) La probabilitat que un tingui longitud entre Ly i Ly =1 — p; — po
La probabilitat que tres tinguin longituds entre Ly i Ly = (‘11) (1=p1—p2)*(p1 + p2)

c¢) 1— la probabilitat que quatre siguin de longitud menor que Ly =1 — (1 — py)*
d) La probabilitat que com a molt hi hagi dos cargols amb una longitud entre L; i
Ly = probabilitat que no en hi hagi cap, 1 o 2.

(Probalitat de cap = (p; + p2)*)+ (Probalitat d’'un = (‘11)(1 —p1 — p2)(p1 + p2)*)+
(Probalitat de dos = (3)(1 —p1 — p2)?(p1 + p2)?) = (p1 + p2)*((p1 + p2)® + 4(p1 +
p2)(1 —p1 — p2) +6(1 — p1 — p2)?)



DEPARTAMENT: FISICA FONAMENTAL CURS 00-01

METODES MATEMATICS DE LA FISICA II

Examen de juny de 2001

Solucions de les questions

Q.1

Q.2

Q.3

La transformada de Laplace és

#(0)

s2X(s) —2(0) + bsX(s) + kX (s) = 0= X(s) = T bs ik

el denominador pot escriure’s (s + b/2)? + k — b*/4 i la transformada inversa és

_ Yo _—bt/2 _ 2
t) = — t =/k—b%/4
x(t) e sin(wt), onw =4/ /

La probabilitat que almenys surti un 6 és la del complementari que no en surti cap,
P(A)=1-P(0)=1-(5/6)®=91/216

Que no en surtin dos d’iguals, el primer pot ser qualsevol P = 1 el segon qualsevol
diferent del primer P = 5/6 i el tercer diferent del primer i del segon P = 4/6 per
tant tenim

54 5
P(B) = P(tres de diferents) =1-—- = —
66 9
La probabilitat que entre tres resultats diferents i hagi un 6 és 1/2
51 5

P(AN B) # P(A)P(B) per tant no sén independents

. . 3 s/ . o o
Si fem un canvi de coordenades x* — 27 el tensor covariant i el vector contravariant
canvien

!

ozt Oz’ 7 A

!
Ty =———=T;, 1 V" = v aixi Ty = — ————Ti0"
oxl' oz’ oz oz Oz Oxk Y
ara bé
i 9.0 , i i
ox! 0x™ ., w 0T ; Oz .
A Ak (Sk alxl ﬂ/n/’U = —VCFZ]’U = —l,)\’UZ - )\Ull
ox™ Ox ox ox
com voliem demostrar ja que
ox'
in = vy

A no canvia sota canvis de coordenades i és un escalar



Q.4 Les coordenades cartesianes en funcié de les cilindriques sén x = pcosp, y =
psinp, z =z o bé el canvi invers p = \/z2 + y2, ¢ = arctany/z, z

|
®

En coordenades cartesianes la base contravariant sén els vectors €, = ,€, = j,€, =k

i la base covariant els vectors del dual 6*,6Y,6*. La base covariant en coordenades
cilindriques sén els covectors 67,60, 60% i tenim

8 - 8 - - - o a o a 5 . . .
P= _/0935 + —p9y = cos pf” +sinph?, 6% = _Sogx + _90911 _ _smgoem i cos <P9y
ox oy ox oy p p

Dy

Fem-ho d’'una altra manera en components.

67 en la seva base té components w, = 1,w, = 0,w, = 0 en la base dual o covariant
cartesiana tindra components
oz’
ox’

aixi tenim que les components del vector covariant #” en la base 6, 6Y, 0% s6n

dp dp Op\ _ )
(axa 8y’ 82) - (COSQO, SIDQ0,0)

6% en la seva base té components w, = 0,w, = 1,w, = 0 en la base dual o covariant
cartesiana tindra components

dy 8_@ 8_<p _ [ _sing cosgp 0
ox’ 0y’ 0z ) p p

W; Wy

#* en la seva base té components w, = 0,w, = 0,w, = 1 en la base dual o covariant
cartesiana tindra components

0z 0z 0z
(%a@a&) - (0’031)

El tensor metric covariant en coordenades cartesianes és d;; i el contravariant 6.
Podem trobar les components en coordenades cilindriques fent el canvi de base, per
exemple
_ oz* 0x

97 = 5 T M

aixi tenim
JxOdr Oydy 0z0z
0= 9pop " 9pdp  Opdp
pop pop pop

El mateix per g,, = p® 1 g,, = 1 Per calcular el contravariant podem trobar la matriu
inversa i tenim g =1, ¢g¥¥ =1/p? ¢* =1



Solucions dels problemes

P.1 Com les condicions de contorn no depenen de z ni ¢ tenim simetria i la solucié no
dependra d’aquestes variables. D’altra banda el camp magnetic fora té la direcci6 de
leix z i es aquest el que es difondra per tant tenim H = H(r,t)k.

L’equaci6 queda

ot ror ar

La condicié de contorn no és homogénia doncs tenim H(r,t) = Hy perd podem
posar H(r,t) = H(r,t) — Ho i aleshores H(r,t) verifica la meteixa equacié i a més
H(T(), t) =0.

Busquem solucions separables del tipus H(r,t) = R(r)T(t) amb una mica de calcul
s’arriba a

OH(r,t) a218_<r8H(r,t)>:0

1 dT 1d dR
_ = r—
o?T dt rRdr \ dr
Com que un costat depén de ¢ i ’altre de r sén constants ambdos. Aquesta constant
de separacié no pot ser positiva doncs el camp creixeria indefinidament amb ¢, aixi

agafem
rd4dr  , . 1d dr\ .,
o?T dt o rRdr (Td7“> =k
La soluci6 de la primera és
T(t) = Ae *"*"t

d ( dR(r) 2 2
rdr<r I )Jrk’rR—O
que fent el canvi p = kr és 'equaci6 de Bessel d’ordre 0 amb solucié R(p) = BJy(p) +
CYy(p) Com volem que la solucié sigui ben comportada dins del cilindre i 7 = 0 vol

dir p = 01 la funcié Yy(p) divergeix a l'origen tenim que agafar C' = 0. Finalment

i la segona queda

H(r,t)=Y" Ape o (kr)
p

Imposem ara la condicié de contorn H(r,t) = 0 i aleshores Jy(krg) = 0 no tots els
valors de k s6n permesos solament aquells que kry = x,, on z,, és el zero enéssim de
Jo aixod fa que I'operador sigui hermitic en I'interval [0, 7]

H(r,t) =3 Aye @578 Jy (2,7 /70)

Les constants A, s’han de determinar amb la condicié inicial H(r,0) = —H, =
>on AnJo(x,r/70) Fent servir la relacions d’ortogonalitat multipliquem per 7 Jo(xm7/70)
i integrem a 'interval [0, 7] al costat dret queda

r2 r2
> AndnmEOJl () ilesquerra — Hy—>J; ()

m



alllant tenim

Agrupant tots els resultats tenim

H(r,t):H0<1—2Z !

—a2m%t/r(2)J
> anl(-TCn)e o(xnr/r0)>

Per calcular el flux tenim que H i dS tenen la mateixa direcci6 HdS = HdS amb
dS = rdr dy com res depen de ¢ 'integral per I'angle déna 27 i solament cal calcular

2

/TO rdrJo(x,r/T0) = 7n—OJl(a:n)
0 x

n

aixi el flux és

4
® = wHory <1 -> —26_"2””%”’"3)

nxn

P.2 a) Perqué pugui ser una densitat de probabilitat cal que estigui normalitzada

* 1
:2k<1 —>:1
+3

1 Oodx 1 21

aleshores k = 3/8.

b)
! b1 374 11
k([ do+ [ Sde) =09, Z(3-55)=09=0=1
k(odx+1x4dx> 0,9, $(5-37)=0.9=b=135

c) El valor esperat es defineix com

/ xzf(z)dz i en el nostre cas tenim
1 % dx -l dg 22| 1> 1t
([t [ [ < (2] - - ) o
<—1$ x+1 x3+—oox3 2|, 22%h 222 | o



ASSIGNATURA: METODES MATEMATICS DE LA FISICA 1T
DEPARTAMENT: FISICA FONAMENTAL
Examen del 23 de gener de 2002

Solucié dels problemes

P.1 L’equacio de Laplace V2T = 0 en coordenades polars en dues dimensions és

O°T 19T | 19T _
or2 " ror  r20p?
Separan variables T'(r, o) = R(r)®(¢) multiplicant per r? i dividint per T' queda

0

rdR rdR 140
Rdr2  Rdr ®dp?

Ara bé la part de ® solament depén de ¢ i I'altra de r aixi tenim

1 d%®
—_— =
O dyp?
aquesta equacié ha de donar solucions peridodiques de periode 27 i aixd implica que a@ = —m?
amb m enter i les solucions sén cosme i sinme amb m = 0,1,... séries de Fourier. l'altre
part queda
d’R dR
2 2
—+r— —m‘R =
dr? d

La solucié d’aquesta equaci6 és del tipus r* posant-la a 'equacio ens queda k(k—1)+k—m? = 0
i aleshores k = +m com s’ha de comportar bé a r = 0 ens quedarem amb m finalment

o0

A
T(Ta 90) = 70 + Z Tm(Am cosmy + B, sin mgp)
m=1

per determinar els coeficients tenim la condicié de contorn

1

27 Tl ™ T2 27
A =— T(1,p)cosmpdp = — [ cosmedp + — cosme dp
T Jo T Jo T Jrx

que val zero quan m #0i Ty + T, peram =01

1 2w . Tl T ‘ T2 2w .
B, = — T(1,¢)sinmpdp = — sinmpdp + — sinmp dy =
T Jo T Jo T ),
T 15 5 T 15
L p— = L= (=)™ + 2 (=14 (=)™
L cosmels — ~ L cosmpl2 = (1~ (~1)") + ~ L(~1+ (~1)")

que val zero per a m parell i 2(7) — T3)/(mn) per a m senar, aixi tenim

T(r,p) =

T +Ty 2T —Th) —
] 2+(1 2)2

2 T 2

L ong g
" 2 1)ep.
2 1 sin(2n + 1)




P.2

P.3

P.4

Transformen per Laplace
F(s)
s

sF(s)— 1+ F(s) + =0

aillant F'(s) tenim

B s B s B s+1/2
P = e i " Gri2r8a  ri2r3 \[\/75“/2 )2 +3/4

finalment 'antitransformada és

o= (o o)

Diem A a I'esdeveniment treure una bola blanca el primer cop i A,, treure bola negra el primer
cop les probabilitats son casos favorables dividit per casos possibles i tenim P(A,) = 5/7 i
P(A,) = 2/7 aquestes dues possibilitats son una particié de tot el que pot passar, si ara treiem
una bola per segona vegada la probabilitat que sigui blanca sera

P(b) = P(b|Ap) P(Ap) + P(b]An) P(An)

la P(b|Ap) = 7/9 doncs hem retornat la blanca i n’hem afegit dues més i P(b|A4,,) = 5/6 doncs
no hem retornat la negra finalment

20

5_
> =

63

P(b) =

7+2
9 7

| Ot

En coordenades cartesianes el tensor métric és d;; i la seva matriu inversa 0" és el contravariant
per tant les components covariants i contravariants coincideixen i tenim A! = xy, A? = 2y — 22

i A> = xz en coordenades cartesianes. Les components contravariants d’aquest tensor en
coordenades esfériques seran les transformades d’aquestes
'i/
A — Ox e
oxd

o, N . ; .
on les coordenades x* soén les esfériques i les 2* les cartesianes

2
r=+/2?24+y>+ 22, o = arccos i = arctan J
Va2 4 y? + 22 x

0 0 0 0 i
d E:sinﬁcosgo, —T:gzsiné’singo, —T:z:cosa Y _ y ___H1¥
r oy r dz r

o Oz 22+1y?  rcosf’
dp  x  cosp dp a0 zZu _cosfcosyp
Oy x?+y? rsind 0z 7 O (22+ 2+ 222+ y? ro
a0 2y _cosfsing 00  \JxP+y?  sind
Ay (244222 +y2 T 0z a?yy4r )
or or or
A" = Alé9 AZa +A38 = rsin 0(2sin @ sin® ¢ + 1 cos? §(cos ¢ — sin ) + 1 sin? # sin ¢ cos? )
Y 2
00 00 00
A% = A' 4 A7 4 A3~ = cosA(2sin 0 sin? p+r(sin? § sin ¢ cos? p—sin? O cos p—cos? O sin p))
8x 3y 0z
0 0 Dy
AP = A2 4 272 | 37F o ©(2sin o — r(sin Osin®  + cot § cos 0))

Oz oy 0z



Solucié de les qiiestions

Q.1

Q.2

De la relacio de recurréncia Joi1(z) = 22J,(x) — Jy_1(x), si agafem n = 2 tenim Ji(z) =

1 Jo(z) — Js(z) 1 substituint a Dintegral queda [z*Ji(z)dz = 4 [2*Jy(z)dz — [2*J5(z) d
pero sabem [ 2™J,_1(z)dz = 2™J,(z) finalment

/x4J1(x) dr = 423 J5(x) — 2t Jy(2)

Si A; son les components d’un tensor covariant de rang 1 en un canvi de coordenades y/ = f(z")
es transformen com ‘
ox?
Y

la. derivada
0Ay

oy~
es transforma com ‘ , A
o [0 0% A4 Oxd dx' OA;
oyk \ oy’ ) oyF oy’ T Oyt OyF oyl
el segon terme és com s’hauria de transformar si fos un tensor covariant de segon ordre perd hi
ha el primer que només és zero quan la transformaci6 és linial, per tant no és un tensor.



Solucions del examen de MMII, 12 juny de 2002:

P.1 i) Problema amb simetria esférica: ¢ = ¢(r,t). Fem el canvi ¢(r,t) = u(r,t)/r:

u 19,0 (u 10| ou 10%u 1 Ou
A“”%J—ﬂmParQﬂ‘ww%m‘ﬂ—rmfmrm<”

, » | 0%u ou
Aleshores I'equacié per a u que ens demanen és: | — =

1 du
orr kot

ii) Per resoldre-la, fem la separacié de variables: u(r,t) = R(r)T'(t):

1 @R 1 dT R AT
S LA g YR vep oy YD p
R d? T dt dr? T (2)

Hem agafat 3 = A? > 0 () real) per tenir solucions finites a t — oo, és a dir:
T(t):Ce’)‘th pera A#0 y T({t)=D pera A=0 (3)
Les solucions per a R(r) son:
R(r) = Asin (Ar) + Bcos (A\r) pera A#0 (4)

R(r)y=FEr+F pera A=0 (5)

La solucié més general és una combinacio lineal dels dos casos.! Per a ¢ = u/r:

u(r, t) _Er+F
ro r

sin (Ar) cos (Ar)

c(r,t) = .

+ B,

+Z €—A2kt Ay

A#£0

Per que c sigui finit a » = 0 descartem les solucions divergents: By = 0y F' = 0. La
condicié de contorn a r = a, implica E = ¢; i sin (Aa) = 0, aix{ tenim:

A="" n=123... (7)
a
]_ s 2.2 2
c(rit)=ci+— Y Aysin(nrr/a) e ka1 (8)
L

La condicié inicial ¢ = ¢y, determina A,, com una serie de Fourier:

1 o

co=c1 + . > A, sin(nmr/a) 9)
n=1

=2 [eo— ) v sin(mr/a) dr = (<1)"(co — 1) (10)

n= Oco c1) r sm(nnr/a) ar = Co clmr
Per tant, el resultat final és:
2a(cop —c1) & (1) .
c(rit) =c1 + 2a(co = 1) > (=1) sin (n7r/a) e ™k

rm =1 on

!També podem oblidar nos del cas A = 0 si homogeneitzem la condicié de contorn a base de definir
una nova concentracié: ¢ = ¢ — c¢y. El resultat final és evidentment el mateix.



P.2

1) La mesura de probabilitat associada al desplagament en un segon és dF = (3 + o +
d-1)/3 (equivalentment py = 1/3, po = 1/3 1 p_; = 1/3). Els moments ordinaris i els
cumulants fins a quart ordre que corresponen al desplagament en un segon son:

my=(2-1)/3=1/3 ki =my=1/3
my = (164+1)/3=17/3 ks = my — dmzm; — 3m3 + 12mom? — 6m} = —98/27

ks 5 (2 k4 3
e = —as — = - =\, 1 e:—:——:—l)
Te = 7\[7 0.3818 7. = 13 = =3 5

2) El desplagament en un hora correspon a la suma de 3.600 desplagaments independents
del tipus anterior, els seus cumulants son:

Aleshores

3600 14
=5 =1200=m, k= 3600 = 5600 = o2, o~ 74,8331

k1
Aquestes sén la mitjana i la variancga de la distribucié normal associada en base al teorema

del limit central. 90
ks = 2—73600 = 2666,6 Yo = 0,006363

98 A .
ky = —2—73600 = —13066,6 ~. = —0,000416

3) El valor molt petit de 7, i 7. justifiquen I’aproximacié normal per a la posicié al cap
d'un hora. Cal tenir present la correccié per continuitat per trobar la ppao 1 ens calen
els valors tipificats de 1199,5 i 1200,5

) z — 1200
Ttip = — ===
" /5600

Taula Schaum fer(0) = 0,5, fer(0,01) = 0,5040, interpolacié linial fer(0,006681) =
0,5+ 0,6681 x 0,0040 ~ 0, 50267

#(1199,5) = —0,006681, £(1200,5) = 0, 006681

Phzog & 2 X 0,00267 = fer(0,006681) — fer(—0,006681) = 0,00535

4) ppaoo)(Poisson A = 1200) = 0,0115157 és més del doble del factor correcte. La raé

per la qual Poisson no és aplicable és que opgiggon = V1200 = 34,64. La distribucié de
Poisson esta molt més concentrada que la distribucio real de la posicié.



P.3 Coordenades paraboidals = uvcos, y = uvsinp i z = (u? — v?)/2
1 =e, = e =dr =wvcospdu+ ucos pdv — uv sin edp

base covariant natural.

Els coeficients de Lamé sén h, = h, = vVv?+u?, h, = uv i si tenim present que
és un sistema de coordenades ortogonal i que |du| = 1/h, podem fer correspondre du =
e"/hy, = ey/h, 1 el mateix per a les altres components.

U COS (€, + U COS e,
Vo 4 u?

base ortonormal contravariant o “fisica”. De nou si tenim en compte que |0, = hy
aleshores e, = 0, /h,, etc.

1= — sin pe,,

v cos @0, + ucos pd,  sin Yy
- ®»

1=
v? + u? uv
base natural contravariant. De forma analoga per als altres dos vectors de la base

J = €Y = dy = vsinpdu 4 usin pdv + uv cos pdyp, k=e¢ =dz = udu — vdv

base covariant natural.

. 5 Y sin e, + u sin e, n vsin ¢d, + usin pd,  cos ¥
=e, =0, = cos e, =
J Y Y 2 + 2 ¥ee v2 + u? w7
- ey — VEy Uy, — VO,
k = ez = az = =

V2 +u? v? + u?
base ortonormal contravariant o “fisica” i base natural contravariant.
e Inversié del canvi

© = arctan g, ww = /22 + 42, u? —0? =2z, aleshores ut —2zu% — 22 — ¢y =0

T
22 + /422 + 4x? + 4yy?
ut = \/22 T =z+r, on r=y2+y2+22 u=+z+r

Vi=z24r—22=r—2 v=+r—z

T!' =e?®e,, Th=uvdp @ Vu?+vidu = 2r\/2? + y2dp @ du

do — 1 d£+@ _ —ydx + zdy
P2\ e T )T T ey
1 dz dr 1 xdr + ydy + zdz
du=——=|—+—-|=—7—=|d
" z+7’<2+2> 2\/z—|—r<z+ r )
Aleshores tenim
1 —yr —y® —y(z+r)
2
Ty = x ry x(z47T)
Jar+)E+r) o o 0

L’expressié d’aquest tensor 2-covariant en cartesianes coincideix amb el mixt 1,1 i el 2-
contravariant.



Qiiestions
Q.1 Com J, és solucié de J/(z) + J/,(z)/z + (1 —n?/z*)J, = 0 posem J,(x) = y(z)/\/z,

aleshores:
/

1 Y 1 y 3y
/ - 1Y " _ n__J 29
o) = VT (y 2£L‘> » al®) NG (y x * 4352)
si ho posem a l’equacio de Bessel queda
v' o1y n*\ v
Yoz 1— )L =9
NI * 4 x2\/x * ( 22 ) \Jx

que també pot escriure’s

Quan x — oo tenim que (4n? — 1)/(42%) — 0 i podem negligir aquest terme i sera tant
millor com més gran sigui z, en aquest cas tenim

1

y'(z) +y(z) =0, y(x)~ Asinz+ Bceosz, J,(r)~ ——=(Asinz+ Bcosz)
x
Q.2 Transformen per Laplace
1 S 3 1
sF(s) = f0)= 5+ Fl) 57 Fllg7=4+5
4 5 1

Fls)=—-+ 24+~
(5) s+s3+55

on hem aplicat que tenim un producte de convolucié i hem agrupat termes. Per tant fent
la transformada inversa tindriem:

5 1
1) =4+ —t? + —t*.

on hem utilitzat que L[z"] = n!/s"*!

e Si haguéssim fet la derivada tindriem la integral de convolucié amb la derivada de f amb
el que encara es complica més, a part d’aixo com 'equacié sera de segon ordre tindriem
infinites solucions més, una per cada valor de la derivada primera de f a t = 0, per tenir
les mateixes solucions hauriem de posar f’'(0) = 0.
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QUESTIONS  COMPLEMENTARIES

Tensors:

_ , _
Un espai vectorial i el seu dual son isomorfs s SOV DT Danensto . FINITA

Per tal que en un espai vectorial es puguin considerar bases reciproques cal tenir definit un
" PRODUCTE. ES (ALAR .o, equivalentment, una ... METRICA. ...

Les components d’un vector contravariant en la base reciproca son iguals a les seves components

La dimensio de I’algebra tensorial antisimeétrica (o de Grassmann) sobre un espai vectorial de dimensio n

L -2“

La propietat fonamental del producte tensorial d’espais és que sobre ell Rl NLaQ il'¥ Zen
............... les aplicacions muitilineals definides sobre el corresponent producte cartesia d’espais.

R
Tota contraccio de tensors pot considerar-se una ... ¢ NT RACCio . TNTERNA sobre el seu producte
tensorial. Per contraure dos indexs contravariants ens cal tenir definit UN.. TEN.SOR .. 2= COVAR) ANT
que anomenen ..M £ TR\ (A

Per tal que 1’aplicacio tangent o “push-forward” associada a una aplicacio6 f entre espais o varietats pugui
aplicarse a tots els tensors cal que f sigui .. FNVE.R T\ BLE... Sifnoés.INVERTIBLE ... tan sols
podem trobar la imatge dels tensors .. CO.NT. RANARILANTS

Probabilitat:

H(0)=1 és una propietat caracteristica de la funcio . CARACTE R STICA d’una llei de probabilitat

rH(+infty)=1 és una propietat caracteristica de la funci6 DE.. DISTRIBU C o d’una llei de probabilitat
H(0)=0 és una propietat caracteristica de la funcio . CUMUCANT d’una llei1 de probabilitat
Ia derivada de la funci6 de distribucid (acumulativa) corresponent al llangament d’'un dau és .. ... com

afuncioi .. ML S A 4.8 4+ 48, ). coma funcio eneralitzada o distribucio.
6(5,+ J-z,"' §3+3u+85+5€ ) g
La transformada de Fourier de la funci6 CAMRARETERLCTUA. és k- FUNQO.. DENSITAT.. ambk=...

Les distribucions SA0SSLANA. i QT PRISSaN....... son estables respecte de la suma de v. indep.
)
Una variable Poisson de mitjana x té varianga= X asimetrna= '{'-;-( curtosi= ‘.;(-

La suma de variables aleatories de tipus LORENTZLAMA .. 0. CAU(H

1. no convergeix cap a la normal. La
rad és que aquesta llei de distribuci6 no posseeix LCRP.. CUMOLA

0. . MoMENT

Totes les variables aleatories tipificades presenten VITANA  ZERQ . VARLANCA . ON. TAT

RIEMANN
Per a lleis de probabilitat discretes cal substituir la integral de LERESGVE. ° (mesura proporcional a la

longitud) per la integral de LEQESLVE - STLELAES... que permet la integracio amb mesures de tipus
discret de .. DIRAC.
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(h).'- Qitestions de probabilitat (0.5 punds en lofal);

o Defineix molt hrewinent (na inés de 4-5 Tinies) els conceptes dlespai de probabilitat
ide variable aleatoria. | - |

o Defineix, a partir de a funcid densitat de probabilitat, les hincions caracteristicn |
cunutdant. Quins son els coclicients dels seus desenvolupaments de Laylor en torm
a Porigen? (no mds de 5 Wuies). |

o bent-ne Us de aproximaciy normal a la el de Poisson per a valors grans del
paramctre A dednelx niun aproximacio per a Al |
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3. (a) Un flux wnidireccional de particules incideix sobre mia placa setmtransparent.  Cada
particila t¢ un 50% de possibilitads de ser absorbida per la placa, un 30% de travessar-
Jasense interaceid §un 20% de resultar rellectida, St Fabsordid d'una particula fa fa
avancar 107%mn, 1 la seva refllexid 2 x 107%n. |

o (uines son la miljana, varinhca., asimelria 1 exeés o curtosi del moviment de In
Placa degut a la incidencia d'ana partfenla. | |

o CJuines son lamitjana i varianca del desplacaiient cattsat per N partieudes incidents,

o lxstitna el nombre minmm de partienles farrodonit a laanitat) que cal enviar per
Lal cpue arnb un 99% de probabilital Ta placa hagi avancat almenys | e,

Puntuacio (1.5 punds per apayial.
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4. {(a) Considera ¢l sistema de coordenades paraboliques {z, ¢t} del pla euclidia definides per
la-seva relacio amb les cartesianes {ir, gy} establerta per les equacions

J 2 2
= == y =z
r=s(="=-0) oy

o Dotermina els vectors 0,8, ‘en funcid dels é,., . 1 caleula els seus producles es-
calars.

e Determinaieserin en forma tatricial i tensorial {en les hases paraboliques naturals)
los mitriques 2-covariant i 2-contravariant del pla euclidia. Calela les normes del
veclor ¢ = 18, — 20, i de la fora o = zdz + Ldl.

i i . 3 W2 b ekt veng o ¥ e 3
o Lixpresa v i v en les bases fisiques o ortonorinals {es e} i {e®. e Forespectivatnent.,

Puntuacio: 0.5 punls per aparial.
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B () Qiestions de tensors (0.5 punls cn lolal):

o Defineix molt breunent (2-3 linies) els conceptes de base dual i de base reciproca
d'una base {¢;} 'un espai vectorial real I de dilensio finita.

o Defineix cl concepte de metrica. Per qué resulta important aquest concepte en la
teoria de la relativitat? (no més de 6 linies en total).

e Acousegucix una simplificacio de Pexpressio vectorial (a x b) x {¢ X d} fent s de
les propietats del tensor antisimetric unitat de tercer ordre de 'espai ordinari.
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