
Assignatura: Mètodes Matemàtics de la F́ısica II
Departament: F́ısica Fonamental
Data Examen: 31 – gener – 2006

1. (3 punts) En un problema amb simetria ciĺındrica ens trobem en el pla z = 0 amb una funció u(ρ, θ),
harmònica ( ∇2u = 0) dins el domini {0 < θ < π, 1 < ρ < R}, on ρ i θ són, respectivament, les
coordenades radial i angular. Les condicions de contorn són:

{u(ρ, 0) = 0, u(ρ, π) = 0 per 1 < ρ < R} i {u(1, θ) = 0, u(R, θ) = u0 per 0 < θ < π}

1. Trobeu les equacions diferencials en les variables ρ i θ.

2. Resoleu l’equació per a la part angular considerant la condició de contorn adequada. Discutiu
totes les possibilitats. Feu el canvi ρ = exp(s), i trobeu també la dependència radial.

3. Finalment, trobeu l’expressió de u(ρ, θ) determinant els coeficients de la seva expressió en forma
de sèrie.

2. (3 punts) Si definim la transformada de Fourier de f(x) = e−x2
com

F [e−x2
] =

∞∫
−∞

e−x2
eisx dx = f̄(s)

1. Determineu l’equació diferencial que satisfà f̄(s), s ∈ R, diferenciant sota la integral. Determineu
la solució si f̄(0) =

√
π.

2. Calculeu la F [e−c|x|], c > 0 , i utilitzeu la transformada inversa (amb el factor de normalització
adequat a la definició donada abans!) per demostrar que

F [
1

c2 + x2
] =

π

c
e−c|s|

3. Finalment, utilitzeu el teorema de convolució

F [
∞∫

−∞

f(t)g(x− t)dt] = f̄(s) ḡ(s)

per calcular la transformada de Fourier de

∞∫
−∞

e−(x−t)2

c2 + t2
dt

3. (1 punt) En un cultiu de tres espècies de bacteris A,B, C, el nombre de cadascun d’ells per mm3

obeeix, independentment del nombre dels altres, la distribució de probabilitat següent:

A: Binomial de paràmetres n = 25000, p = 0.01.

B: Normal amb m = 250, σ = 25.

C: Poisson de paràmetre λ = 625.

1. Determineu la mitjana i la desviació t́ıpica del nombre total de bacteris per mm3

2. Quina és la llei de probabilitat que dóna el nombre de bacteris en una mostra d’un cm3 i quin és,
en aquest cas, el nombre mı́nim de bacteris garantit en un 99, 9% dels casos.

4. (0.5 punts) Després de 10000 tirades d’un dau hem obtingut per als valors 1,2,3,4,5,6 les següents
freqüencies: 1610, 1630, 1690, 1652, 1692, 1726. Fins a quin nivell de significació podem donar per
vàlida la hipòtesi que el dau no està trucat?



5. (0.5 punts) Expresseu en termes dels cumulants i moments centrals els paràmetres d’asimetria i curtosi.
Quant valen per a una llei de Poisson? Calculeu l’asimetria de la suma de dues variables aleatòries
independents i comproveu l’expressió obtinguda en el cas de dues variables de Poisson.

6. (1 punt) Un camp tensorial 1-contravariant i 1-covariant té per matriu de components esfèriques
naturals o holònomes

T =


1 r sin θ r sin θ

sin θ

r
0 0

0 − 1
sin θ

0


1. Expresseu-lo com a combinació lineal de la corresponent base tensorial, passeu-lo a la base esfèrica

f́ısica o ortonormal i reconstruiu la corresponent matriu en la base esfèrica f́ısica.

2. Realitzeu el mateix canvi de matrius utilitzant la fòrmula matricial de canvi de base per als
tensors 1-contravariant i 1-covariant.

7. (0.5 punts) A l’espai de Minkowski de tensor mètric g = dt⊗dt−dx⊗dx−dy⊗dy−dz⊗dz tenim el camp
electromagnètic constant donat pel tensor de Faraday F = 3(dt⊗dx−dx⊗dt)+5(dx⊗dy−dy⊗dx).

1. Construiu les matrius dels tensors Fµν , F
ν

µ , Fµ
ν , F

µν .

2. Construiu mitjançant càlcul matricial l’invariant FµνFµν

3. Quins són els vectors elèctric i magnètic constituents del tensor de Faraday?

8. (0.5 punts)

1. Dedueiu la llei de transformació de les components d’un tensor 2-covariant i 1-contravariant sota
un canvi de base e → e′.

2. Deduiu la llei de transformació de les components holònomes d’un tensor 1-covariant i 1-contravariant
sota un canvi de coordenades xi → yi, i doneu també la seva transcripció matricial.
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1. (3.5 punts) Considereu el problema de Sturm-Liouville

d2

dx2
y(x) = −λ2 y(x) , y(0) = y(2L) = 0

on −λ2 és l’autovalor i L és una constant positiva.

1. Trobeu els els corresponents autovalors i autofuncions ortonormatlizades, Xn(x).

2. Prengueu la funció

f(x) = sinh
(

πx

2L

)
i trobeu el seu desenvolupament en sèrie ortogonal de les funcions anteriors, és dir, trobeu
els coeficients An de la sèrie

f(x) =
∞∑

n=1

An Xn(x)

3. Utilitzant el teorema de Parseval, proveu que

∞∑
n=1

(n + 1/n)−2 =
π

8

sinh 2π − 2π

sinh2 π
' 0.769837 . . .

2. (2.5 punts) Donada l’equació diferencial(
d4

dt4
− β4

)
y(t) = 0

amb condicions inicials y(0) = ẏ(0) = ÿ(0) = 0 ,
...
y (0) = a0, on β és una constant real i

positiva i a0 una constant real, es demana:

1. Efectuar la transformada de Laplace de l’equació diferencial i äıllar la incògnita, ŷ(s).

2. Invertir la transformada per trobar y(t).

3. Demostrar que, a temps llargs comparats amb 1/β, i.e., t� 1/β, y(t) creix exponencial-
ment amb el temps.

3. (1.5 punts) Un comptador enregistra cada segon els resultats provinents d’una distribució
binomial de paràmetres n = 10, p = 0.2, superposats als que provenen d’una distribució de
Poisson de paràmetre λ = 3.

– Determineu la mitjana, desviació t́ıpica i asimetria dels comptes enregistrats en un segon.

– Determineu la mitjana i la desviació t́ıpica dels comptes acumulats en un peŕıode d’una
hora, aix́ı com el corresponent interval de confiança simètric del 90%.

– nota auxiliar L’asimetria d’una distribució binomial és γa = 1−2p√
npq

.

4. (0.5 punts) Contesta tan sols una de les següents qüestions:

– 4A Defineix el nivell de significació del test d’hipòtesi chi-quadrat. Es vol comprovar a
un nivell de significació del 5% la hipòtesi segons la qual una distribució de dades segueix
una llei de Poisson. Agrupades les dades en 20 regions i estimada la mitjana a partir de
les pròpies dades, quin és el valor màxim del test que valida la hipòtesi?



– 4B En una distribució Bose-Einstein de 20 part́ıcules indistingibles en 7 cel.les, quina és la
probabilitat que dues cel.les quedin buides? (nota per a autocomprovació: la probabilitat
és un dels quatre valors 0.32335, 0.29756, 0.35354, 0.36211).

5. (1.5 punts) A l’espai de Minkowski bidimensional de tensor mètric g = dt ⊗ dt − dx ⊗ dx
associat a la base lorentziana natural {∂t, ∂x}, prenem com a nova base els camps vectorials
{v1 = ∂t, v2 = ∂t + 2∂x}.

– Expresseu en termes de les bases lorentzianes originals les bases dual {ω1, ω2} i rećıproca
{w1, w2}.

– Expreseu el vector ‘posició’ A = t∂t + x∂x en les bases vi i wi.

– Expresseu la mètrica en la base ωi i empreu-la per a determinar la norma del vector A i
per a construir la 1-forma o vector covariant associat al vector A.

6. (0.5 punts) Fent servir la fòrmula matricial per a la transformació de les components d’un tensor
2-contravariant sota un canvi de coordenades, determineu l’expressió cartesiana del tensor 2-
contravariant antisimètric que en polars planes té l’expressió: sin θ(∂r ⊗ ∂θ − ∂θ ⊗ ∂r).
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jmparra
Atenció:

Aquesta solució no es correspon amb l'enunciat. Hi ha petits detalls (diferent valor de les components) que no es corresponen. D'altra banda, l'enunciat que figura tampoc és exactament el de l'examen??.
Trobareu l'enunciat i solució coherents en les dues pàgines escanejades al final d'aquest document
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ASSIGNATURA: MÈTODES MATEMÀTICS DE LA FÍSICA II

DEPARTAMENT: FÍSICA FONAMENTAL

Examen del 23 de gener de 2002

Solució dels problemes

P.1 L'equació de Laplace ∇2T = 0 en coordenades polars en dues dimensions és

∂2T

∂r2
+

1

r

∂T

∂r
+

1

r2

∂2T

∂ϕ2
= 0

Separan variables T (r, ϕ) = R(r)Φ(ϕ) multiplicant per r2 i dividint per T queda

r2

R

d2R

dr2
+

r

R

dR

dr
+

1

Φ

d2Φ

dϕ2

Ara bé la part de Φ solament depèn de ϕ i l'altra de r així tenim

1

Φ

d2Φ

dϕ2
= α

aquesta equació ha de donar solucions periòdiques de període 2π i això implica que α = −m2

amb m enter i les solucions són cos mϕ i sin mϕ amb m = 0, 1, . . . sèries de Fourier. l'altre
part queda

r2 d2R

dr2
+ r

dR

dr
−m2R = 0

La solució d'aquesta equació és del tipus rk posant-la a l'equació ens queda k(k−1)+k−m2 = 0
i aleshores k = ±m com s'ha de comportar bé a r = 0 ens quedarem amb m �nalment

T (r, ϕ) =
A0

2
+

∞∑
m=1

rm(Am cos mϕ + Bm sin mϕ)

per determinar els coe�cients tenim la condició de contorn

Am =
1

π

∫ 2π

0

T (1, ϕ) cos mϕ dϕ =
T1

π

∫ π

0

cos mϕ dϕ +
T2

π

∫ 2π

π

cos mϕ dϕ

que val zero quan m 6= 0 i T1 + T2 per a m = 0 i

Bm =
1

π

∫ 2π

0

T (1, ϕ) sin mϕ dϕ =
T1

π

∫ π

0

sin mϕ dϕ +
T2

π

∫ 2π

π

sin mϕ dϕ =

− T1

mπ
cos mϕ|π0 −

T2

mπ
cos mϕ|2π

π =
T1

mπ
(1− (−1)m) +

T2

mπ
(−1 + (−1)m)

que val zero per a m parell i 2(T1 − T2)/(mπ) per a m senar, així tenim

T (r, ϕ) =
T1 + T2

2
+

2(T1 − T2)

π

∞∑
n=0

1

2n + 1
r2n+1 sin(2n + 1)ϕ.



P.2 Transformen per Laplace

sF (s)− 1 + F (s) +
F (s)

s
= 0

aïllant F (s) tenim

F (s) =
s

s2 + s + 1
=

s

(s + 1/2)2 + 3/4
=

s + 1/2

(s + 1/2)2 + 3/4
− 1

2

√
4

3

√
3

4

1

(s + 1/2)2 + 3/4

�nalment l'antitransformada és

y(t) = e−t/2

(
cos

√
3

4
t− 1√

3
sin

√
3

4
t

)
.

P.3 Diem Ab a l'esdeveniment treure una bola blanca el primer cop i An treure bola negra el primer
cop les probabilitats són casos favorables dividit per casos possibles i tenim P (Ab) = 5/7 i
P (An) = 2/7 aquestes dues possibilitats són una partició de tot el que pot passar, si ara treiem
una bola per segona vegada la probabilitat que sigui blanca serà

P (b) = P (b|Ab)P (Ab) + P (b|An)P (An)

la P (b|Ab) = 7/9 doncs hem retornat la blanca i n'hem afegit dues més i P (b|An) = 5/6 doncs
no hem retornat la negra �nalment

P (b) =
5

7

7

9
+

2

7

5

6
=

50

63
.

P.4 En coordenades cartesianes el tensor mètric és δij i la seva matriu inversa δij és el contravariant
per tant les components covariants i contravariants coincideixen i tenim A1 = xy, A2 = 2y− z2

i A3 = xz en coordenades cartesianes. Les components contravariants d'aquest tensor en
coordenades esfèriques seran les transformades d'aquestes

Ai′ =
∂xi′

∂xj
Aj

on les coordenades xi′ són les esfèriques i les xi les cartesianes

r =
√

x2 + y2 + z2, ϑ = arccos
z√

x2 + y2 + z2
i ϕ = arctan

y

x

∂r

∂x
=

x

r
= sin θ cos ϕ,

∂r

∂y
=

y

r
= sin θ sin ϕ,

∂r

∂z
=

z

r
= cos θ,

∂ϕ

∂x
= − y

x2 + y2
= − sin ϕ

r cos θ
,

∂ϕ

∂y
=

x

x2 + y2
=

cos ϕ

r sin θ
,

∂ϕ

∂z
= 0,

∂θ

∂x
=

zx

(x2 + y2 + z2)
√

x2 + y2
=

cos θ cos ϕ

r
,

∂θ

∂y
=

zy

(x2 + y2 + z2)
√

x2 + y2
=

cos θ sin ϕ

r
,

∂θ

∂z
= −

√
x2 + y2

x2 + y2 + z2
= −sin θ

r
,

Ar = A1 ∂r

∂x
+A2 ∂r

∂y
+A3 ∂r

∂z
= r sin θ(2 sin θ sin2 ϕ+ r cos2 θ(cos ϕ− sin ϕ)+ r sin2 θ sin ϕ cos2 ϕ)

Aθ = A1 ∂θ

∂x
+A2 ∂θ

∂y
+A3 ∂θ

∂z
= cos θ(2 sin θ sin2 ϕ+r(sin2 θ sin ϕ cos2 ϕ−sin2 θ cos ϕ−cos2 θ sin ϕ))

Aϕ = A1∂ϕ

∂x
+ A2∂ϕ

∂y
+ A3∂ϕ

∂z
= cos ϕ(2 sin ϕ− r(sin θ sin2 ϕ + cot θ cos θ))



Solució de les qüestions

Q.1 De la relació de recurrència Jn+1(x) = 2n
x

Jn(x) − Jn−1(x), si agafem n = 2 tenim J1(x) =
4
x
J2(x) − J3(x) i substituint a l'integral queda

∫
x4J1(x) dx = 4

∫
x3J2(x) dx −

∫
x4J3(x) dx

però sabem
∫

xnJn−1(x) dx = xnJn(x) �nalment∫
x4J1(x) dx = 4x3J3(x)− x4J4(x)

Q.2 Si Ai són les components d'un tensor covariant de rang 1 en un canvi de coordenades yj = f(xi)
es transformen com

Ai′ =
∂xj

∂yi′
Aj

la derivada
∂Ai′

∂yk′

es transforma com
∂

∂yk′

(
∂xj

∂yi′
Aj

)
=

∂2xj

∂yk′∂yi′
Aj +

∂xj

∂yi′

∂xl

∂yk′

∂Aj

∂yl

el segon terme és com s'hauria de transformar si fos un tensor covariant de segon ordre però hi
ha el primer que només és zero quan la transformació és linial, per tant no és un tensor.



Solucions del examen de MMII, 12 juny de 2002:

P.1 i) Problema amb simetria esférica: c = c(r, t). Fem el canvi c(r, t) = u(r, t)/r:

4c = 4
(

u

r

)
=

1

r2

∂

∂r

[
r2 ∂

∂r

(
u

r

)]
=

1

r2

∂

∂r

[
r
∂u

∂r
− u

]
=

1

r

∂2u

∂r2
=

1

k r

∂u

∂t
(1)

Aleshores l’equació per a u que ens demanen és:
∂2u

∂r2
=

1

k

∂u

∂t

ii) Per resoldre-la, fem la separació de variables: u(r, t) = R(r)T (t):

1

R

d2R

dr2
=

1

T

dT

dt
≡ β =⇒ d2R

dr2
= −λ2R i

dT

dt
= −λ2k T (2)

Hem agafat β ≡ λ2 > 0 (λ real) per tenir solucions finites a t →∞, és a dir:

T (t) = C e−λ2kt per a λ 6= 0 y T (t) = D per a λ = 0 (3)

Les solucions per a R(r) són:

R(r) = A sin (λr) + B cos (λr) per a λ 6= 0 (4)

R(r) = Er + F per a λ = 0 (5)

La solució més general és una combinació lineal dels dos casos.1 Per a c = u/r:

c(r, t) =
u(r, t)

r
=

Er + F

r
+
∑
λ6=0

e−λ2kt

[
Aλ

sin (λr)

r
+ Bλ

cos (λr)

r

]
. (6)

Per que c sigui finit a r = 0 descartem les solucions divergents: Bλ = 0 y F = 0. La
condició de contorn a r = a, implica E = c1 i sin (λa) = 0, aix́ı tenim:

λ =
nπ

a
n = 1, 2, 3 . . . (7)

c(r, t) = c1 +
1

r

∞∑
n=1

An sin (nπr/a) e−n2π2k/a2 t (8)

La condició inicial c = c0, determina An com una sèrie de Fourier:

c0 = c1 +
1

r

∞∑
n=1

An sin (nπr/a) (9)

An =
2

a

∫ a

0
(c0 − c1) r sin (nπr/a) dr = (−1)n(c0 − c1)

2a

nπ
(10)

Per tant, el resultat final és:

c(r, t) = c1 +
2a(c0 − c1)

rπ

∞∑
n=1

(−1)n

n
sin (nπr/a) e−n2π2k/a2 t

1També podem oblidar nos del cas λ = 0 si homogenëıtzem la condició de contorn a base de definir
una nova concentració: ĉ = c− c1. El resultat final és evidentment el mateix.



P.2
1) La mesura de probabilitat associada al desplaçament en un segon és dF = (δ2 + δ0 +
δ−1)/3 (equivalentment p2 = 1/3, p0 = 1/3 i p−1 = 1/3). Els moments ordinaris i els
cumulants fins a quart ordre que corresponen al desplaçament en un segon són:

m1 = (2− 1)/3 = 1/3 k1 = m1 = 1/3
m2 = (4 + 1)/3 = 5/3 k2 = m2 −m2

1 = 5/3− 1/9 = 14/9
m3 = (8− 1)/3 = 7/3 k3 = m3 − 3m2m1 + 2m3

1 = 20/27
m4 = (16 + 1)/3 = 17/3 k4 = m4 − 4m3m1 − 3m2

2 + 12m2m
2
1 − 6m4

1 = −98/27

Aleshores

γa =
k3

k
3/2
2

=
5

7

√
2

7
= 0, 3818 γe =

k4

k2
2

= −3

2
= −1, 5

2) El desplaçament en un hora correspon a la suma de 3.600 desplaçaments independents
del tipus anterior, els seus cumulants són:

k1 =
3600

3
= 1200 = m , k2 =

14

9
3600 = 5600 = σ2, σ ≈ 74, 8331

Aquestes són la mitjana i la variança de la distribució normal associada en base al teorema
del ĺımit central.

k3 =
20

27
3600 = 2666, 6̂ γa = 0, 006363

k4 = −98

27
3600 = −13066, 6̂ γe = −0, 000416̂

3) El valor molt petit de γa i γe justifiquen l’aproximació normal per a la posició al cap
d’un hora. Cal tenir present la correcció per continüıtat per trobar la p[1200] i ens calen
els valors tipificats de 1199,5 i 1200,5

x̂tip =
x− 1200√

5600
, x̂(1199, 5) = −0, 006681, x̂(1200, 5) = 0, 006681

Taula Schaum fer(0) = 0, 5, fer(0, 01) = 0, 5040, interpolació linial fer(0, 006681) =
0, 5 + 0, 6681× 0, 0040 ≈ 0, 50267

p[1200] ≈ 2× 0, 00267 = fer(0, 006681)− fer(−0, 006681) = 0, 00535

4) p[1200](Poisson λ = 1200) = 0, 0115157 és més del doble del factor correcte. La raó

per la qual Poisson no és aplicable és que σPoisson =
√

1200 = 34, 64. La distribució de
Poisson està molt més concentrada que la distribució real de la posició.



P.3 Coordenades paraboidals x = uv cos ϕ, y = uv sin ϕ i z = (u2 − v2)/2

ı̂ = ex = ex = dx = v cos ϕdu + u cos ϕdv − uv sin ϕdϕ

base covariant natural.
Els coeficients de Lamé són hu = hv =

√
v2 + u2, hϕ = uv i si tenim present que

és un sistema de coordenades ortogonal i que |du| = 1/hu podem fer correspondre du =
eu/hu = eu/hu i el mateix per a les altres components.

ı̂ =
v cos ϕeu + u cos ϕev√

v2 + u2
− sin ϕeϕ

base ortonormal contravariant o “f́ısica”. De nou si tenim en compte que |∂u| = hu

aleshores eu = ∂u/hu, etc.

ı̂ =
v cos ϕ∂u + u cos ϕ∂v

v2 + u2
− sin ϕ

uv
∂ϕ

base natural contravariant. De forma anàloga per als altres dos vectors de la base

̂ = ey = dy = v sin ϕdu + u sin ϕdv + uv cos ϕdϕ, k̂ = ez = dz = udu− vdv

base covariant natural.

̂ = ey = ∂y =
v sin ϕeu + u sin ϕev√

v2 + u2
+ cos ϕeϕ =

v sin ϕ∂u + u sin ϕ∂v

v2 + u2
+

cos ϕ

uv
∂ϕ

k̂ = ez = ∂z =
ueu − vev√

v2 + u2
=

u∂u − v∂v

v2 + u2

base ortonormal contravariant o “f́ısica” i base natural contravariant.
• Inversió del canvi

ϕ = arctan
y

x
, uv =

√
x2 + y2, u2 − v2 = 2z, aleshores u4 − 2zu2 − x2 − y2 = 0

u2 =
2z ±

√
4z2 + 4x2 + 4y2

2
= z + r, on r =

√
x2 + y2 + z2, u =

√
z + r

v2 = z + r − 2z = r − z, v =
√

r − z

•
T 1

1 = eϕ ⊗ eu, T2 = uvdϕ⊗
√

u2 + v2du = 2r
√

x2 + y2dϕ⊗ du

dϕ =
1

1 + y2/x2

(
−y

dx

x2
+

dy

x

)
=
−ydx + xdy

x2 + y2

du =
1√

z + r

(
dz

2
+

dr

2

)
=

1

2
√

z + r

(
dz +

xdx + ydy + zdz

r

)
Aleshores tenim

T2 =
1√

(x2 + y2)(z + r)

 −yx −y2 −y(z + r)
x2 xy x(z + r)
0 0 0


L’expressió d’aquest tensor 2-covariant en cartesianes coincideix amb el mixt 1,1 i el 2-
contravariant.



Qüestions
Q.1 Com Jn és solució de J ′′n(x) + J ′n(x)/x + (1− n2/x2)Jn = 0 posem Jn(x) = y(x)/

√
x,

aleshores:

J ′n(x) =
1√
x

(
y′ − y

2x

)
, J ′′n(x) =

1√
x

(
y′′ − y′

x
+

3

4

y

x2

)
si ho posem a l’equació de Bessel queda

y′′√
x

+
1

4

y

x2
√

x
+

(
1− n2

x2

)
y√
x

= 0

que també pot escriure’s

y′′ +

(
1− 4n2 − 1

4x2

)
y = 0

Quan x → ∞ tenim que (4n2 − 1)/(4x2) → 0 i podem negligir aquest terme i serà tant
millor com més gran sigui x, en aquest cas tenim

y′′(x) + y(x) ≈ 0, y(x) ≈ A sin x + B cos x, Jn(x) ≈ 1√
x

(A sin x + B cos x)

Q.2 Transformen per Laplace

sF (s)− f(0) =
1

s2
+ F (s)

s

s2 + 1
, F (s)

s3

s2 + 1
= 4 +

1

s2

F (s) =
4

s
+

5

s3
+

1

s5

on hem aplicat que tenim un producte de convolució i hem agrupat termes. Per tant fent
la transformada inversa tindŕıem:

f(t) = 4 +
5

2
t2 +

1

24
t4.

on hem utilitzat que L[xn] = n!/sn+1

• Si haguéssim fet la derivada tindriem la integral de convolució amb la derivada de f amb
el que encara es complica més, a part d’això com l’equació serà de segon ordre tindŕıem
infinites solucions més, una per cada valor de la derivada primera de f a t = 0, per tenir
les mateixes solucions hauŕıem de posar f ′(0) = 0.


































